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HUSZFTOY LASZLO

[Beérkesett 1968, mdjus 17-én)

A eikk a sikbeli mechunizmuosok kinematikdjinak néhiny ismert tételén foglalja Gusme
{Burmester-tételek, Eoler—Suavary-ezvenlot, Menelaos tétele, Bobillier tétele}, a tételek
bizouyitishra a komplex ssdmok algcbrajénsk miiveloti szabdlyail, ill. a valés viltozde
komplex fiiggvényckre vonatkosd erysserii dsszefippéseket haszndlva fel. A mechanizmus
pontjait a komplex szdmeikon komplex mennyisézekkel (helyvektorokkal) lehet leirni ame-
Iyekhiil a differencidlssimités segitsépivel o sebessépekre, ryvorsuldsoken, pilvasirbiileti
sugarakra vonatkogs osszefiigpisek i leverethetok,

L. Bevezetés

A komplex szimokat, ill. a komplex fiiggvényeket igen gyiimalesdzben
alkalmazzik mir hosszi ideje a villamossigtanban és a folvadékok, valamint
a gdzok dramlistaniban. A mechanikiban, a mechanizmusok elméletében.
a sikbeli feladatok megoldasinal sok esetben kényelmesebb a komplex szdmolk.
il figgvények alkalmazdsa a hdromdimenziés térvektorok hasznilatanal.

A magyar nyelvi irodalomban a sikbeli mechanizmusok elmélete terii-
letén kdvetkezetesen végiovitt komplex médszer nem taldlhaté, bar clinyeit
tobb szerzd kidomboritja. gy Sizyr Istvin kényvében [1; 8. § 38] a kivet-
kezdket jegvzi meg: . Ha a mosgis stkban, pl .az xy-koordindtasikban folyik: Ie,
akkor, ;J: a {a palyagérbét leirG vektor; a sebességvektor; a gyorsulasvektor)
sikbeli vektorok. Egyes esetekben elonyis lehet, ha helyettiik komplex szdmokat
haszndlunk. . .. A komplex szimok nemesak derékszigti Eoordinatakkal, hanem
trigonometrikus, vagy exponencidlis alakban is elddllithaték. ... A komplex
szimok haszudlatdnak elinye tibhnyire éppen ebben a kiriilményben rejlik.’”
Az emlitett szerzd ezt az elinyt a kinyv szimos fejezetében bemutatja a
sikbeli pontmozgas kinematikajaban a palyagorhék, sebedsdaek és gyorsu-
lasok kiszamitdzdra, valamint a merey test mozgdsainak egves eseteiben.

TerPLAN ZEnG kinyve [2] néhdny kilonleges esethen, igy pl. a sikbeli
négytami esuklés mechanizmus mozgasinak vizsgilatinil bemutatja a komp-
lex midszert.

Az elsdsorban matematikai jellegii, magyar nyelvii konyvek kozil
megemlithetd Fazexas FErREne munkija [3], valamint B. A. Fuxsz és B. V.
Sapar kinyve [4], amelyek igen sok miismaki alkalmazist mutatnak be, de

Alisaka Todormsisy 43, TOTG
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foleg a villamossagtan, illetve az Sramlastan teriletérdl, és csak elvétye
taldlhaté egy-két mechanikai jellegd feladat komplex targyalasa (pont kine-
matikija a sikban: a sebesség és a gyorsulis kiszdmitisa; a harmonikus
rezgdmorgds tirgyaliza sth.).

E dolgozat kendd lépést Kivan tenni a komplex szimsik elonyeinek
kihasznalisdban a sikbeli mechanizmusok néhiny egyszeri, de nagyon alap-
vetd tételének rendszeres, komplex tirgyalisa Gtjan. A sikbeli mechanizmusok
mozgisdt komplex szimsikon vizsgiljuk (1. &bra). A mechanizmus egy ki-

I. dbra

vilasztott, 4,4, végponti merev tagiinak helyzetét a végpontokhoz rendelt

5= X WG
ke Sp ==Xy 1 s

komplex szamokkal (origo-kezdSpontd helyvektorokkal) jellemezhetjik, ahol
i a képzetes egység (i — —1). Komplex szamokkal adjuk meg a szerkezet
eryes pontjaiban a sebesséz és gyorsulisvektorokat is.

IL. A sebességekre veonatkozd egyszerii dsszefiiggések
Forogjon az 4,04, merev test az O pont kéril (2. dbra) @ abszehit
ertéki seigsehesséppel. Célszerli az 0 pontot a koordindtarendszer kezdd-
pentjaban felvenni, ami nem viltoztat a tételek dltaldnossdedn.
A 2 helyvektorral jellemzett A, pont pélyagirbéjét a

5 = |z|[eos{et + @) + 2 sinfwt 4 ¢,)] = |:1|e"{""'+'”:'
valés valtozds komplex fiiggvény irja le: itt £ iddt jelent, ¢, pedig az 0.4,

szakasz valamely dnkényesen vilasztott kezddhelyzetéhen az 04, &= az
x tengely &ltal bezart szogz. Ennek alapjin az 4, pont sehessége, ha az 1d8

Milizaki Twdumdny 42, 1970
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szerinti derivalast feliil pont™-tal jeliljik, a kovetkeza:

- : L )
Py o= |z =t 1

H A b A

o, = =i, {1a)

€5 hasonléképpen az A4, pont sebesséae

Uy = = W, {1h)

2. dbry

Forgassuk el ezeket a sebességvektorokar 4 90%-kal oly méden, hegy
megszorozzuk azokat az i vektorral: ax elforgatott sebességvektorok:

v = (iwg) - i = oz
o = (M05)i = —wz |

; o+ = 2y — o (1 o)
=y -+ Vop — 3y — Dy = {1 ﬂ)}:g

¥

killonbségvektorok a 2. shrén az A Ai-vel jelslt pontok helyvektorai.
Képezziik az A AL szakasszal parhuzamoes és vele egyenld hosszisigi :fﬁ‘;
wektort:

fj = (1 — (1 —wjn = (1 — alz — 5).
Minthogy

_;LA_: - -
rehat A || AL {3)
A (3) alapjan lehet megszerkeszteni a momentdn polus kiril forgd

merev test egyik pontjihoz tartozé sebesség ismeretéhen ery mésik pontjanak
sebességvektorit a . visszaforgatott sebesséeek” médszerével, Konnyen bizo-

MEati Tedomdny, €2, 1070
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nvithaté az a tétel, amely szerint egy sikbeli merev rendszer sebességvektorainak
vézpontfai dltal meghatirozott sikidom hasonls az eredes rendszer megfeleld
pontjat dltal meghatirozott sikidomhoz.

A merev test mozgdsit ismét az origd, mint momentan centrum ki,
e szbgsebességli forgassal adjuk meg (3. abra). Vegyiink fel a merev testen
toy vele Bsszekatott (g) girbedarabot. A grbét egy O kezddponti és a girhén
végigfuté = helyvektor jellemezze (ez a vekior természetesen a merev test
pillanatnyi helyzetében iz fiigzvénye egy valGs paraméternek).

3. dibra

A girhe tetszileges P pontjiban a pillanatnyi sebesség (la) alapjn:
¥ =i

A girbe dsszes pontjaihoz tartoss sebességvektorok végpontjai dlval leirt
(g') eirbe a '
sl=s-tr=m-1iwz= (1} ik (4)

vektorral jellemezhets (amelynek a 3. dbrin egy pontja P').

Nyilvanvalé, hogy a s vektorral leirt g gorbe é a 3 vektorral leirt
(g') gorbe hasonlé, mert a =’ vektor a = vektorbdl az 1 + io = illandé vek-
torral valé szirziassal keletkezik. vagyis egy tetszdleges P pont helyvektorabil
a megleleld P pont helyvektora az

b+ 3y = |1 poe

ardnyid nyijtassal é: a
§ = arc tan o

szogl elforgatissal jon létre,
Ha pl. régzitjiik a (g) gorbe hirom (4,, 4., Ay) pontjat, dgy az ezekhez
rendelt helyvektorok rendre . 5., 2, és @ — /33 [1fsec] (4. dbra). Ez esetben

Miiasuki Tudomdny 42, 1970
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a megfelels v, »,, v; sebesaégvektorok Aj, 45, A" végpontjai az 4, A, A,
hiromssbghiz hasonld hiromssiget alkotnak, de a 6 — are tan V33 = 30°-
Kal elforgatott helyzethen, oldalai pedig az eredeti hiromszig oldalaihoz
képest

— [ —

V 14 1_ = I,‘II & e _.:3__
k3 I3

arinyban nyidjtottak.

Ha a sikbeli merer rendszer sebesstgoektorait 90°-kal elforgatjuk, akkor
az elforgatott sebességvektorok végpontjai dltal meghatdrozott sikidom hasonls
a rendszer megfeleld pontjai dltal meghatirozott sikidomhoz és azzal egydlldsi.
hea @ = 1z ll. ellemtétes allisii, ha o = 1.

E tétel hizonyitisa az clébbihez hasonlé. A merev testhez rogzitett
(g) gorhe (5. dbra) tetszileges P pontjabeli sebesséevektort 90°-kal elforzatva
a (2) alapjin az adédik, hogy

Migszuke Tudumdny 42, 1950
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Az elforzatott sebességvektor végpontja dltal leirt (g} gorbe
pontjihoz a
2=zt yp = —as = (1 — ok

&, dgbra

vektor tartozik. Minthogy = é: 3' nyilvin parhuzamos egymissal. tehdt a =
a bl (1 — w)-szoros nyajtissal jon létre. '

Ha e — 1. akkor az 1 — o szorzé tulajdonképpen 7 zsugoritasit jelenti,
ha pedig o = 1. akkor s-nek az origéra vald tiikrozését és myiijtasat, vagy
zeugoritasit. A 6. bra a (g) girbe hirom pontjara mutatja a szerkesztést:
az @) esethben o -~ 1, a b) esethben pedig o > L

A merev testre vonatkozd eldbbi BrrMEesTE®tS] szarmazd — tételek
akkor is igazak, ha a sikbeli mechanizmus egy kiragadott. P momentin pélus
kiriil forgs 4,4, merev tagjanak mozgisakor az A, 4P rendszert tekintjilk
pillanatnyilag testnek. A 7. dbra pl. ey nézvesuklés mechanizmusnil mutatja
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ezt az esetet: az A, és 4, pontbeli v, v, sebességek, amelyek az 0, ill. 0,
pont koriili forgishal szirmaznak, a P momentin centrum kisriili Forgdshal
is kiadédnak. alkalmasan vilasztott szbgsebességpel.

L A gyorsulisra vonatkozé egyszerii deszeliigaéack

Legyen adott az O kériil forgs 04 merev test A pontjiban a v sehesség-
vektor és az a gyorsuldsvektor a; tangenciilis dsszetevidje (8. abra). Az (Ia)
szerint a sehesséeveltor:

g 3 . Fiwt oy
U= F — froz = tg {zl e

Ha az o szbgsebességet is ¢ figuvényének tekintjiik (ex az altalinos eset). és
iz pﬂfanamyilag viltozatlan, ‘akkor a gvorsulasvektor:

o= 2 = ilzlfae ™ | it ) = gzt | ety
Végeredményhen
o= —ls 4 fer
ahol & a szigryorsulas.
A gyorsuldsvektor tangencidlis Guszeteviije
& = Lez. (6)
r normilis irdoyi Ssszetevije pedig

Gy = —mix, (7}

A teljes gyvorsulas vektora és a normdlis irdnyii Gsszetevije dltal bezart 8
sziigre mézve

Rt e o e ATV (8)
iz [

B tdasahd Tudomdnae 42, 190
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L g}'ursulém-'ektnrnkra vonatkozd izmerl Burmester-tétel a kivetkezd-
képpen hangzik: Egy ikbeli merev rendszer gyorsuldsvektorainak végpontjai
dltal meghatdrozou idom hasonld a rendszer megfelelid pontjai dltel meghatdrozolt
idomhoz. )

A hizonyitdst a 9. dbra alapjan végezzik el. Az altalinossag esorbitasa
nélkiil feltehetjiik, hogy a koordindtarendszer tengelye az OP irdnyba esik.
Valasszunk ki az O pont koril o szoaschességpel forgs merew testen egy hozza
rigzitett (g) gorhét. amelynek tetszileges P pontjihoz tartozzék a = helyvek-

Y. dbra

tor. A P pontbeli evorsulisvektor az elébbick alapjan g — allandd széget Zar
be @ = helyvektorral. A avorsulasvektor I végpontja a (g") sirbét irja le.
amelyet 2

ar

it R

vektorral adbatunk meg. A gyorsulasvektor abszolit értéke a (0) és (T) dssze-
fiiggés alapjan

Fi= 5 e TE 1
lal = VimB+ (8.2 = Vejzft + ot = 2} & + o

iranyvektora pedig a 9. dbra szerint

Hrrs -1y
e — I
|1
Ezelkel:
e I » g1 ") =
g =|a|-e=|g| l."E'lL.m"' e ET| — =3 fe“—}—w*" L
2
fer
e S ‘Il.-:‘“" _|I_ ﬂ}i o g—l',lr‘ {5}}

Missaki Tadomdny 42, 1070
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SKBELL MECHANTEMUTSOKR A FONATRORG
altal leirt girbe helyvekiora:

A svorsulasvektorok veégpontjai

" S

=z —= |4 o
illetye
=11 — & 2 + ol =, (1))
z" tehat =-bél az
1 i Il-'IE: | it
vektorral valé szorzissal keletkezik, A szorzovektort részléleasn Kiirva és
Vet 4yt — 2

bevezetve a

d - -
jelolést:
e ST i i R e
=1 — ¢*(ces § — isin )
£et sin 7.

-1 e o5 )

Ennek a vektornak az abszolit Ertéke:
I(} —c® cos 3) + ic* sin e

'y I Tra = gy
= 1 — i ous PP et sindg =
Yoot B olsint g =

I'1 2etsns ff e
= V1 et cos § 4 #t allanda.
Az 1 i (1 e ¢os 7) it sin 3 vektor arkusza-
] ¢ sin ~ .
o = arc tan —--ﬁ— =dllandé.
1 — c*eosf

hogy minden = vektort megnyujtunk

= tehit dgy jon létre.
/1 — 2 cos B+ ¢ = allands

Mzl Tudardny: 42, 1970
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ardnyban és elforgatunk a
2 sin 5

1—ceos

# = arc tan - — dllanda

szbggel, azaz a = &s 2" vektorral jellemzett (g} és (g") girbe hasonlé egymishoz.
A 10. dbra a (g) gorbén felvett hirom (A4,, 4., 4,) pont esetére mutatja a
szerkesztéat.
IV. A polusgirbék
1. Al polusgirbe
Mozogjon a szerkezet vizsgalt tagjinak A, pontja a =z, = 3, (1) figzvény-

nyel. 4, pontja pedig a s, — =(t) figevénnyel leirt (k). ill. (k) gérhén (11
abra). Mozgas kizhen fenndll a

[5(t) — zu(t)} = d = &llandé (11}

teszefiigads. {.ﬂta]&nus.nhh esethen d is viltozhat az idd faggvényében; it
csak a d = dllandé esetet vizsgiljuk.)

Az A, é A, pontban a megfeleld palyagirbékhez érintSleges irinyban
megszerkesztve a v, €5 v, sebességvekiort, majd ezeket 90%-kal elforgatva, az
elforgatott sebességvektorok iranyegyenescinek meghosszabbitisa meghatd-
rozza a I* momentdn pilust. Minthogy az elforgatott sebességvektorokra
vonatkezé tétel szerint az A P4, hiromszog hazonlé az A4,"PA4," hiiromszdg-
héz, kévetkenk, hogy

7 . <
FH |4, 43|
Ennélfogva a P momentan pélushoz rendelt s, helyvektort kétféleképpen is

MiTaanks Tudomdny 4, 1970
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eldallithatjulk:

Zop = % o ilyy = 3 - iA

Vagy 1 = 12 ‘.
:Pn.—zzjj_lﬂ.ﬂe-—sﬂﬂfi}:.z.. { }

ahol L értékét mindig pozitivnak vesszitk. A (12) képletben aszerint allal-
mazzuk a +7 vagy —i szorzét, hogy a 90°-kal vagy —90°kal elforgatoti
sebességvektorok nyiliranyd meghosszabbitdsai metszik  egymast (néhany
esetet mutat a 12. dbra). Ezt az eldjelt konkrét feladatokban esetenként el-
dintherjiik.

A (12)-bdl kbvetkewik, hogy

5 ¥AS = 5 o W2,

A egyenleter dtrendezve
; 5 — 2 = iy F ik — il(hd T )
B — s = Alg — &)
Minthogy pedig a (11) szerint

[z — =] =,
tehit

T (13)

amit visszahelyettesitve a (12)-be (pl. annak elsd egvenletébe), nyergitk az 4llé
polusgorbe egyenletér:

(14}

Méssakd Tidurmdney 42, 1980
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2. Mozei pilusgarbe

A mozgs polusgorbe egyenletét az A4, tag valamely A AY kerdo-
helyzetének megfelels dllisban irjuk fel (13. dbra). Az A, pont (k) pélya-
gorbéjénel az A kezdihelyzethez tartozé helyvektora legyen (%) =
— = (¢* o kendGhelyzethez tartozd paraméter-érték). Az A A, tag tetszdleges
helyzetét tekintve, az A, ponthoz a z(t) = =5 helyvektor tartozik. Legyen
chben a helyzetben az A 4, tag momentin polusa P. ehhez tartozzék a 3py
helyvektor. Az A, 4, tagot a tetszileges helyzethdl a kezdihelyzethe hozhatjuk

#P

L. dbra

ligyv. hogy az A, pontol az A" pontha vissziik, ekfzben a 5(f) vektor felvess
a 27 értéket, és azonkiviil a tagot clforditjuk alkalmas ¢ szoggel. Ha az A
ponthsl felmérjik a =, - 5 vektort és utébhit még ¢ szbggel elforzatjuk
az elforgatott vektor végpontja lesz a mozué polusgorbe egy pontja. A forga-
tast alkalmas z; forgatévektorral végeszik. A mozgé polusgérbe egyenlete:

zpm =307+ 5 {2p0 — H) (15)

3. Példe az alkelmazisra

Az | A4 | = d hossmisagi merey riid véppontjai azm x, ill. oz tenrelven csisznak
{1l, abra). Az A, pont helyzeiét o
3= g
s Aa pont helyzetét pedig o
! = ==l po3 !

komplex sxim irja lé. Mozogjona riid az dbran nyillal megjelilt frtelemben, Ekkora sebessig-
wektorokat 00 kal elforgatva, anok irfnyegyonescinek meghosszabbitisa adjak a P momen-
tin polust [a (14) kipletheli [ sporzar allealmapnnk]. Ekkor az alle palosstrbe cpyenlete

Mitszalei Tudapeiny 2. I'?flfl
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(14} szerint:
= : d* cont
bl —id sint— drost "
Nz L _ﬁcnﬁt -
|l d¥sqe s - df cnst g
s
fpy = dsint o id cos i
A
Xy = e tin £
Yoo = o cis
Ly Ly
a
Aﬁ’[
WLy
|:- Epn3r
=2 ¢
£r
a A Ea
¥
im nf’“’ ; zr’?-’-" a
14, dbrua 15, dhra

paraméteres felbontis alapjdn kinnyen adédil, bhogy o alle pilusgirbe ax

I;l“:lll i _'In'j-!;n = d*
ki,
Lrjuk fel o mozgi polusgivhe eryvenletét arca az esetre, nmikor an A A, tag agcy ten-
gebyen helvezkedik el {15, dbra), Ekkor
st =

a forgatdvekior pedic — a 15, dbro szerinti foroatasi irinyt wéve alipul —

Tp = o5t T sim i

Igy a (15) alapjin (fehasendlva az 4116 palusgiiche elihb kapott komplex alaki egyenletét)
a mozgd pilusgicbe egvenlete:

Zpn = & |- 2 Epy — ) = 0+ (eos t — § din t) fld cint + id cos ) — d sin t].
il
- Fpm o dE Eos | dd ot

Az ewyvenletet paraméteres alokra bontess
Ty = o 5in £ oo

¥pup = deost

Miissaki Tudomudny. 42, 7070
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vagy ha n paramétert kikiisztbiljik:

Tpm + ¥pm =

Mozgs
palusgorde

Végil a mozgl pilusgirbe cgyenlete:

o - [}'pm

A girbét a 16, dbra mutatja.

V. A polusgirbék legordiilése

1. A pélusvandoridsi sebesséy

Irja le az xy koordinatarendszerben az 4l polusgirhét a

Zoh = qur{'i"?'l,'i
a mozgd pilusgirbér g

Zpm = Zpm (P)

helyvektor (17. dbra). It ¢ és g skaliris (valés) paraméterek. Rogzitsiik az alls
pilusgirbét és giorditsiik le rajta esiszdsmentesen a mozgd pélusgirbét w
szigsebességgel. A kiindulé helyzethen

Zpo (Tp) = Zpm (Wo)s
3:51-! (pa) = *'ﬁ)um @’n}

Maarali Tadandry 45, 1970
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(a vesszds jelolés a geometriai paraméter szerinti derivalast jelenti). g, és y,
a két polusgdrbénck a pillanatnyilag kizis P érintési pontjihoz tartozé para-
méter-éridkek.

At idé miilva a mozgs pélusgiirbe v, + Ay paraméterd pontja & az 4ll6
polusgorbe ¢, + Ay paraméterd pontja lesz a két girbe érintkezési pontja:
Ezalatt a mozgd pélusgirhénck egy olyan ivdarabja gordiil le az dll6 pélus-

.lf‘qrga'
J:.'u'.l'.:..'ngﬁr\&e’ ¥ )
I F
Aits > A

17. dbra

gbrbén, melyhez a sz, lhirvektor tartozk. A polusvandorlis sebessée:

BT .__-']z,,., SR Zom( Yo +Ay) — :p.lul:"Fu]: .
A0 A e i

Zpm{Wo+=AV) — Zpu(10)

Ay g 1
~lim ; = 20 (1p) - lim —
i _]': Il?r.|'g{1'r’ 'I] e r1.':

ap Ty

A mozgd polusgirbe legirditése kizben a kezdShelyzethen g, - Ay
araméteril pontjahoz tartozd érintd A id§ alaty Jux,, 4 Az, szoget sirol. ahal
F FRTEL] n g SZOZ

Iez & mozgd phlusgirhe kesddhelyzetben g, - Jhp paraméteri pontheli érinthje &5 a P
pontbeli kizia piluoséonts kiszitti szigs

Ay, pedip ax dlla pélusgirbe késdihelyzetben @, + Jdp paraméteri pontjabeli érintd és
a P pontheli kizis polusérintd kbsiud szig.

Mivel
iy + ey — ot

Et

It = J—{ i )
)

Siarahi Tuidemdny 21970
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gy
1=z {':r' j-lim— = : - - — [:-:Irj }llﬂl l_ —
ikl Ayl 1 - i ‘I‘__llxu Lt Agicih !fx,_.: . _dliﬂ
i) A i o [ g Ay
i e i
= WEpml iy di‘m i d'_ma
ddip dy!

A dt idé alatt a mozgé pilusgorbe ds,, — (2o (o) [y fveleme gordil e

cxiiszdsmentesen az allé pélusgirbe ds, — [slalyo)idg fvelemén, tehat

ds, = ds; = ds.

dx dx  ds IS
2 )
ey ds  dy ds

iwszefiigeds felhasznalisival

1

= 'ruz;m‘:qillu} 3 -

] d ] =
d':_ !:pmw'n}l B EI:“ !-me{y‘uﬂ !fl';"-

» !:‘ .r.'{ r.II‘II_'I_:Il 1
= rgzﬂ.l?lh"':l} = LR 5= i T
|=* ; d= il
=gl ¥0)| (W)l [_d..__ 1L d:‘"‘
£
5 5;1n:{_’|ﬂu} 4 Nl 1 sk
()] A%, d%y
dis ds

A dx,/ds, ill. a dx,(ds az alls, ill. a mozgi polusgirbe P pontheli pérhii-
lete, exeket g il g, -mel Jelalyve:

PR L S
: !:pmﬁl"’n” Enit+ &
I
j;?r.l:{“l"’u} =
[Zpml )|

™

a polusvindorlisi sebesség irany-egységvektora (a P pontbeli kizds pélus-
érintd iranyiba mutat). a gorbileteket pedig a megleleld o, g, gorhileti
sugarak reciprok ériékeiként véve:

W= —y e e {16}

Em &

Wetszals Tudsnwiny 42, 1970
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/f'l'..l.l

l‘f"_ﬂﬁ———- ¥

Mozgo
Poluscarde

< Aila
polisgdrte

15 dhra

Ehhdl

[zt 1
L 16z
S il

i Eo
2. Az Euler-Savaryv-rgyenlet

Mikiizhen a mozgs polusgirbe legtrdiil az dllin, a mosgd poélusgicbe
P pontheli M, gorbiileti kézéppontja

vl = gme

sebességoel moxop (18, abra), ahol o, a mozgd pl“llﬁl-_f'_iil'ln* P punlh{!li wirbiileti
BlIEAT®d.
Képezziik az [ul/|v] hanyadost:

|
(2]
i i e B
Wl Yeut+lo, f 1 —% 7
Tl ¢ 1] 1 1 By 1 Oyt
! = L f Em SR
B By o Eers
e
)
-
¥
.1-.‘:.':rgre.‘-:
polusggrbe
II
\ S
" .'I
3 L
i T —
= —pm 7
. % ! 'l
Lol \“Q' ll,"'
Aig pelveperbe
Ty /
o )
i

19, dhra

Milszafi Tabmeadary &2, 1890
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Vizsgiljuk most a mozgd pélusgirbével mereven dsszekotptr test tet-
sebleges 4 pontjanak mozgasat (19. dbra). Az 4 pontbeli sebesséz: » —
= rmes. It ¢4 a v irdnyd egységvektor és

o] = re.
Az A4 pont (s) palyit ir le, ennek A pontbeli gorbiileti sugara legyen p, gorbii-
leti kizéppontja pedig C.

Kiszamitjuk az u pélusvindorlisi sebesség vetiiletének nagysigit a

vektor irdnyaban (20. dbra). Az u és v vektor dltal bezdrt szig legyen o, akkor

i =
s -[-—l[cusac=|- £sim o),
v vl
i
8 il e
Hyad
\ 2N}, kbra
Innen a keresett vetiilet hossza:
| - |
| uﬂ,:]u|cu5¢=|v;-ﬂﬂ[ ,-—-—
v .
1
TR 1
o :
— o] Re ﬁ;:PL = lo| Re—3——— - fm_
ST
B B “-B]
=roRe—— — _ _(cosz-isina)— g f
1 1
Pt —— T
D By e By

A € pont kirili elfordulisra fenn kell illnia a

2|

fd--r gt

ardnypirnak. (18)-at behelyettesitve:

[ 1 1
rl—4+—
=/ ek €m o
o4 r (1 oS 2 GO o 3
1 1
fm P

Merzki Todumaay 45, 1970
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Vagvis

1
_]' - — = -E GOS0, {]9}
O 0 r[[}--l- P‘:i

Ez az ismert Eunler-Savary egyenlet.

3. Garbiilet: sugaralk

A pélusgirbék és a palyagérbék girbiileti sugarait ezck komplex alaki
egyenleteibd] kénnyen ki lehet szamitani. Legyen ugyanis egy giorbe egyenlete |
komplex alakban

g} = x(p) + iv{g)-
A gorbiileti sugir ismert képlete

(=22

0= :
Vo —

LIt 2

T {_ l..v'l-" }

N — xn\' | f.-'}"”

derivaltakbél képezziik a kivetkezd kifejezéseket [megjesvezve, bogy a
felill vonds konjugaltat jelsl):

S R S e W e

Il

&) it =l Ay Ml — By =T i) - =yl e aTy) l
A masodik egyenletet kivonva az clsébaol

32" ! - F = iyx — 2"y,
minthogy toviahba
3 i :}JE o _-'z"'|£_|
tehat
i
=t =
WEEERE L (20)

= T CiiLl
Ty — I

4. Menelaos tétele
E tétel a 21. dbra jeléléseivel fgy hangmk:
|B,Bl [PA| |04,
BPl 14 0B/

(21)

Winzaly Tudomdny 42, IT70
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e &2 [_l-_B_Flal =31_
|PB|
EEan

il

e

jelslésekkel allitsuk elf az A B, szakaszt jellemzd vekrort:
By, = (1 4 we— (1 + A5

o

21. dbra
Hosszabbitsuk meg ezt a vektort gy, hogy
— 1 L |
|-‘IDQI T er |-""Iuﬁn
|
legven, ahol » egyelére hatdrozatlan. ckkor

g4, 4.0

| o = ——

| |QE¢}| |a‘JuG. | E;‘_f“ Hﬁl

| g e 1
s a0 3

4 ; - — T
= |'4[|B|:! + |-"1{:Bﬂ| I3
1—w 1—n

Tgazolni kell tehdt, hogy
A e ==

MiEpsaki Tisdamdny 42, 1974
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Az adatok alapjin

BA -PA_PB— 15

:1.
Ezt a vektort hosszabbitsuk meg x-szorosra. Figvelembe vévi, hogv a QBB

hiaromsztere fenn kell dllnia a

BB, + B, — BQ

egyenlisémmek, tehdt

P

IO+ — QD) 2]+ —— [t aya - (142 z] =2 [ — 2]

]-—J' v

ot L [0 +ma— (2] = e — .

£

(A2t} = + 1 - [(14p) = — (1-42) 2] = =us, - {22)
=y

A P4 B, hiromsy iichen

PB, | B,A,— PA,

=

z A 4 (L4 plms — (L Az = s + =

(L Az 4 (14 e — (1 4+ Az] = (e + L)z 23)

A (22} és (23) egyenldség két olyan hiaromszég husenlésagat fejesi ki,
amelyeknek oldalai rendre piarhuzamosak a

e Wl e — (1L +3)s, &som =

vektorokkal. tehit. hak aranyossagi tényesd, akkor

Witiznhi Tudomdng 42, 1970
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A Lkbzépsi egyenlethdl kifejesett & értéket behelyetresitve a midsik kettdhe:
% _1 1k

Yea

S
T—p

A

A masodik egyenlethal
pet-1

1)’
amit behelyettesitve az elsfbe ant kapjul. hogy

-4

p-1 1
p{l —w) ="

Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg p(l — v)-vel:

Al — ») + o+ 1 = p(l + 3
Innen
App = I,
ami bizonyitandd volt.

5. Bobillier téitele

Legyen adott az 4, 4,B,B, négytagi csuklés mechanizmus (22. 3bra)
Fyx Fyn 0= 0y méreteivel, valamint a szerkezett pillanatnyi helyzetét meghata-
rowd ¢y €8 gu SR,

Menelaos tétele szerint

o n 104
T Lz |Ei*'f1|
Ax A[PI;_' hﬁ.ﬂ}:nﬁzﬁghm
sin i,
sin (y44)

iC
04,
az. A,P{) haromszoghdl pedig

o, B s iy d
l9A,]  siny

Alidsaiks Tidornciny: i, 2970
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a két aranypir ecvhevetésével

s SEnPy
04,] _ sz
(= Sin @,
Q4] sin
';(:Eﬂl £ 8im A sin Y

g4, smg. sin(p-d)
Ezt behelyettesitve Menelaos tételébe azt kapjuk. hogy

Py Ty omingy sin y

|
o

gg T sing, sin(y4d)

5
-
Il'n

b T\ﬁ.? ;
\\H

4] Wilanks Tudomdny 42, 1070
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A PA A, hiromszighdl

Iy  fafTy
el HELSL AL
BLIL Iy gty
ezzel a Menelaos-téLel:
& T gat T sin j ) ¥

¢ N Otr  sinly+d) i

Minthogy
o SIS - S
[te] vosc gy
¢s hasonléképpen
iz L il
lu| cose O3t rs .

enek felhasgnalasaval a Menelaos-tével:

Ty 1] fu| eose sin i
.r,_. jul cosz ' |[’3-|._‘ _ﬁin{'y—l—ﬁ} pus
azonban
i ny
ol m
és fgy
ry 1;  COSE sin -
_rl_ T, cosat sin (p-4-0)
illetve

CO8 & Siny

coss  sin (p-Hd) n
Tovabba figvelembe véve, hogy

cos iy = sin J
g cos& = ein (@ - ),
kivetkezik a
sin(phd) | sy
sin i sim (-0} pr

dsszefiigeés, amely fennall, ha
f=7-
Ezzel ipazoltuk Bobillier tételét.

Mitiauks Tucdnrainy 42, 1970
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IRODALOM

rvi lsrvam: Missak mechonika 1 (egyetemi tankonyv). Tankényvkindd. Budapest
1960

TeRPLAY Zint: Mechanizmusok (eryeteml tankényv). Tankinyvkiadds, Budapest 1945,

Fazeras Frrenc: Miszaki matematikai gyakorlatok, B. IV. kistet (egyetemi sezsdkimyv).

| Tankinyvkiadd, Bodapest 1954.

Fukez, B. A.—SapaT, B V.. Komplex fijggvények &5 néhiny alkalmazisnk (sgyeteml

tankiny v} Tankonyvkiadd, Badapest 14953,

Beweis eimiger Satze iiber ehene  Mechanismen, in der komplexen Zahlenchene.
i Arbeit fabt einjge helkannte Shtee aus der Kinemutik der ebenen Mechanismen fusams
en {Satz von Burmester, Euler-Savary, Meoelans, Bobillier) und veewendet fiir die Be-
piag die Rechenregeln der Lomplexen Yahlennlgebra bz cinfache FTusammenbinge ans
. Theorie der komplexen Funktionen %00 recllen Fohlen. Ihe Punkie des Mechanismuos
=nnen in der kemplexen Zuhlenebenn durch komplece GyoBen beschrichen werden (Urts-
ktpren), mus denen yoit  Hilfe der Differsmtialrechnung aueh die Zosammenhinge fiir
ie Geschwindigheiten, Beschlegnipnnmen. Bahnkyimmumgsradien ahgeleitet werden konnen.

Proof of Some Theorems on Plane Mechanisms, in the Plune of Comples Numbers.
g the paper some kiown theorems ou the cinematics of plane mpehanisnis are dealt with
[heorcms of Bprmester, Eoler-Savary. Meneltos, Bobillicr). For the proof of the thearems
the rules of the algebrn of eomplex numbers are nsed, as well us simple relations for the com-
plex functions of real wariables. The points of the methanism cun be deseribed in the complesx

lune of mumbers by complex grantitics {pusition vectorsk From which relations on the velo-
ities. accelerations. radii of curvatore of trajectories can bre dedueed by differentinl calenlos,

iy Milazali Tudominy 42, 1970




