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1. BEVEZETÉS, CÉLKITŰZÉS 

Az anyagtudomány területén –számos egyéb iparághoz, tudományterülethez 

hasonlóan– robbanásszerű fejlődés ment végbe a XX. század második felében, köszönhetően 

annak, hogy egyre jobban és alaposabban váltak ismertté a különböző anyagok szerkezetei, 

tulajdonságai és a tulajdonságaikat befolyásoló tényezők. Alapvetően és leglátványosabban az 

anyagtudomány fejlődése tudja garantálni a mindenkori ipari és kutatási fejlődést a világban, 

hiszen a folyamatos innováció kizárólag újonnan kifejlesztett, speciális tulajdonságokkal 

rendelkező anyagok alkalmazásával valósítható meg. 

Az anyagtudomány kezében az egyik legrégibb, de a mai napig az egyik 

leghasznosabb eszköz az ún. egyensúlyi fázisdiagram, hiszen a felhasználandó anyagok 

szerkezetében hőmérséklet és koncentráció változás hatására bekövetkezendő átalakulások 

ismerete elengedhetetlen a tervezés-fejlesztés folyamatában. Egyensúlyi fázisdiagramok a 

korai időkben főként grafikus formában álltak az ipar és a kutatók rendelkezésére, azonban az 

1970-es évektől kezdődően –a számítástechnika fejlődésével párhuzamosan– megjelentek, 

majd rohamosan fejlődni kezdtek a termodinamikai alapokkal rendelkező fázisdiagram 

számítási módszerek. A fázisdiagram számító algoritmusok és szoftverek szerepe nagyon 

hangsúlyos az ipari és kutatás-fejlesztési alkalmazásokban, mert ezeket a szoftvereket, vagy 

az általuk előállított kellően részletes és pontos adatbázisokat akár szimulációs programokba, 

akár a mindennapi termelésbe (folyamat-szabályozás, ellenőrzés) beépítve jelentős előnyökre 

lehet szert tenni.  

A fázisdiagram számítási módszereknek éppen ezért számos feltételt kell teljesíteni. 

A megfelelő számítási pontosság teljesítése és a termodinamikai alapok mellett a 

felhasználhatóság érdekében törekedni kell a számítási algoritmus minél egyszerűbbé, 

átláthatóbbá és gyorsabbá tételére. Az egyensúlyi fázisdiagram számítás területén régóta 

ismert és elismert az ún. CALPHAD (CALculation of PHAse Diagram) megközelítés, amely 

azonban bonyolult számítási algoritmussal rendelkezik, a számított függvények paramétereit 

mérési adatok felhasználásával hosszadalmas iterációs lépésekben optimalizálják. A Miskolci 

Egyetemen az 1990-es évek végén Dr. Roósz András és Dr. Kaptay György kidolgozta az ún. 

ESTPHAD (ESTimation of PHAse Diagrams) módszert, melynek számítási algoritmusa 

szintén termodinamikai egyenletekből van levezetve, azonban a módszerrel a fázisdiagramok 

feldolgozása és az eredmények alkalmazása sokkal egyszerűbb, érthetőbb, a számítási idő 

pedig nagyságrendekkel rövidebb, mint a CALPHAD módszer esetében.  
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PhD értekezésem elején rövid áttekintést nyújtok az egyensúlyi fázisdiagramok 

számításának kialakulásáról, röviden bemutatom a CALPHAD módszert, illetve a CALPHAD 

eljárás felépítését, felvázolom hogyan lehet eljutni a mért adatoktól vagy első elveken alapuló 

számításoktól a számított egyensúlyi fázisdiagramokig. A CALPHAD által a számításokban 

alkalmazott termodinamikai modellek, optimalizáló eljárások részletesebb taglalásától 

eltekintek, mivel saját tématerületemen, az ESTPHAD módszer fejlesztésében ezekkel nem 

foglalkozom. Az ESTPHAD módszer termodinamikai alapjait, a likvidusz hőmérséklet 

számítására szolgáló egyenlet levezetését azonban bővebben ismertetem.  

Az ESTPHAD módszert a kezdetekkor a színelem szilárdoldatának likvidusz és 

szolidusz hőmérsékletének, valamint a megoszlási hányadosnak a számítására alkalmazták. 

Az egyensúlyi fázisdiagram számítási eljárások esetében azonban fontos követelmény a 

felhasználhatóság szempontjából, hogy a fázisdiagram teljes összetétel tartományában 

lehessen alkalmazni. Amióta bekapcsolódtam a kutatásba, elsősorban a likvidusz hőmérséklet 

számítása a fő tématerületem, PhD értekezésemben is likvidusz (illetve szétválási) 

hőmérséklet számításával foglalkozom. Annak érdekében, hogy az ESTPHAD módszer a 

likvidusz hőmérséklet számítására a teljes egyensúlyi fázisdiagramban alkalmazható legyen, 

első lépésként feltérképeztem, hogy a különböző rendszerekben milyen típusú likvidusz 

görbékkel találkozhatunk, és azok feldolgozása során milyen problémák adódhatnak. 

Foglalkoztam tiszta alkotó olvadáspontjából kiinduló, (1) másik alkotó olvadáspontjáig, (2) 

eutektikus és (3) peritektikus hőmérsékletig tartó, (4) minimum- vagy maximumponttal 

rendelkező likvidusz görbékkel, (5) nyílt maximummal kristályosodó vegyület, (6) zárt 

maximummal kristályosodó szilárdoldat és (7) vegyület likvidusz görbéjével, illetve (8) 

monotektikus rendszerek szétválási hőmérsékletének leírásával. Az egyensúlyi 

fázisdiagramokban bizonyos átalakulások (színelem és vegyület kristályosodása, eutektikus, 

peritektikus vagy monotektikus folyamatok) egy adott hőmérsékleten mennek végbe, azok 

hőmérséklet értéke nagy pontossággal mérhető, így ezek nagy pontosságú számítása is 

alapvető feladat. Az ún. nonvariáns pontok számítására új paramétereket vezettem be az 

ESTPHAD egyenletbe. Fontosnak tartom megjegyezni, hogy az ESTPHAD módszerrel a 

számításokhoz felhasznált adatokhoz viszonyítom a számítások pontosságát, így 

természetesen a nonvariáns pontok, vagy például a szétválási görbe esetében a kritikus 

hőmérséklet nagy pontosságú számítását is a felhasznált adatokhoz viszonyítva kell érteni. 

Az ESTPHAD módszer hierarchikus felépítésének köszönhetően alkalmas 

többalkotós fázisdiagramok feldolgozására is. Négyalkotós oxid-rendszer (MgO-Al2O3-CaO-
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SiO2) MgO-ban dús fázisának likvidusz hőmérsékletét számítottam ki. Megvizsgáltam, hogy 

az ESTPHAD módszer pontosságára milyen hatással van a felhasznált adatok mennyisége. A 

megfelelő pontosságú számításhoz szükséges minimális adatmennyiség meghatározásának 

elsősorban a kísérleti tervek összeállításánál van jelentősége, hiszen nem mindegy, hogy egy-

egy likvidusz görbe meghatározásához hány próbadarabot, hány tagú ötvözetsort kell 

elkészíteni és megvizsgálni. A mérési eredmények felhasználása során azonban fontos lépés a 

mérési hibát tartalmazó adatok kiszűrése. Kidolgoztam egy mérési hiba kereső algoritmust, 

amely segítségével az ESTPHAD módszer alkalmazása során ki lehet mutatni, hogy mely 

értékek nem megfelelőek, melyeket kell törölni az adatbázisból. Ezáltal a számítások 

pontossága is növelhető. 

A fentiek alapján az értekezés célkitűzése: 

Az ESTPHAD módszer továbbfejlesztése, pontosságát, használhatóságát 

befolyásoló tényezők vizsgálata, likvidusz és szétválási hőmérséklet számítása két és 

többalkotós rendszerek esetén, valamint a –fázisdiagramok alapjául szolgáló– mérések 

tervezésének és a mérési hibák kiszűrésének segítése. 
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2. A FÁZISDIAGRAM SZÁMÍTÁS ALAPJAI 

2.1. A fázisdiagram számítás kialakulása 

A fázisdiagram számítás és a CALPHAD módszer kialakulásának bemutatásában 

elsősorban Chang és társai [1], Spencer [2][3], Saito [4], Risold [5] és Mao [6] összegző 

leírásaira támaszkodom, kiegészítve egyéb, az alábbiakban hivatkozott forrásokkal.  

A fázisdiagramok számításának kezdete –kétalkotós rendszerek esetében– az 1900-

as évek elején Van Laar nevéhez köthető, majd eredményeit Meijering kiterjesztette 

többalkotós rendszerek számítására, mintegy 50 évvel később. (A kutatásaikat a fázisdiagram 

számítás „korai korszakának” nevezzük.) Meijering reguláris oldódási modellt használva 

ternér fázisdiagramokat számított ki. Van Laar és Meijering kutatásai együttesen segítettek 

megérteni az ötvözetek fázisegyensúlyának és a termodinamikai stabilitásának kapcsolatát.  

A korai időkben megszerkesztett fázisdiagramok úgy készültek, hogy a kézzel 

rajzolt szabadentalpia görbékhez vonalzóval érintőt húztak, és abból következtettek az 

egyensúlyi fázishatárok összetételére (a hőmérséklet függvényében), ami alapján készítették 

el a fázisdiagramokat (lásd 3. fejezet, 3.1. ábra). Ez binér rendszerek esetén viszonylag 

egyszerű matematikai problémát jelentett, átlépve azonban a három vagy több alkotós 

ötvözetekre, ugyanez a feladat borzasztó időigényes, illetve bizonyos esetekben 

megoldhatatlan volt. Ternér diagramok esetén a fázisok szabadentalpia függvényeinek a 

felületéhez berajzolt érintősíkok metszéseit kellett számítani [7].  

A „rács stabilitás” elmélet fázisdiagram számítás területen való alkalmazásának 

fontosságát Kaufman mutatta be. A rács stabilitás érték az adott fázis stabil és metastabil 

kristályos formái közötti különbség szabadentalpiával (a hőmérséklet függvényében) 

kifejezve. Ez az elmélet lehetővé tette az egyes rendszerek különböző fázisainak megjelenése 

közötti egyensúlyi határok sokkal pontosabb számítását.  

A későbbiekben a termodinamikával foglalkozó kutatók elkezdték a fázisegyensúlyi 

adatok szisztematikus összegyűjtését, annak érdekében, hogy az ötvözetek termodinamikai 

tulajdonságainak becslése minél könnyebben elvégezhető legyen. Ezen a területen dolgozott 

többek között Kubaschewski, Hultgreen, Brewer. 1968-ban Hillert leírta a kísérleti 

termodinamikai információk és a fázisdiagram adatok számítógépes kombinálásának előnyeit, 

valamint a globális méretű alkalmazásban rejlő lehetőségeket. Ezt követően kezdték el 
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kifejleszteni az első fázisdiagram számítást végző számítógépes alkalmazásokat és 

szoftvereket.  

Kaufman volt az egyik első kutató, aki számítógépet használt nagymennyiségű binér 

és ternér fázisdiagramok számítására. Társával, Bernsteinnel számításaikban túlnyomórészt 

egyszerűbb oldódási modelleket alkalmaztak a nagy gyakorlati jelentőséggel bíró fázisok 

leírására. A termodinamikai és a kinetikai modellek kombinálásával új lehetőségek nyíltak az 

anyagok összetételével, tulajdonságával, szerkezetével kapcsolatos számítások elvégzésére. 

Számos eljárást alkalmaztak a különböző anyagok tulajdonságainak számításában, például a 

CALPHAD módszert, első elvi, ún. „ab inito” számításokat (pl. Density Function Theory), 

Molecular-Dynamic, Monte-Carlo és fázismező szimulációkat, valamint végeselemes 

módszereket. [8] Az 1980-as évek közepétől egyre több és fejlettebb fázisdiagram számító 

szoftvercsomag jelent meg, melyek mind a binér, mind pedig a többalkotós rendszerek 

fázisdiagramjait is képesek voltak előállítani. Ezen szoftverek az ún. első generációs 

programokat tartalmazták.  

A szoftverek fejlődése azonban nem állt meg, és megjelentek a második generációs 

programok (pl. PANDAT [9]). Chen és társai [10][11] kidolgoztak egy olyan algoritmust, 

amelynél nem fordulhat elő, az az addig gyakori hiba, hogy metastabil rendszereket számol a 

program, hanem automatikusan a stabil fázisdiagramokat állítja elő. Az algoritmust később 

sikeresen kiterjesztették többalkotós rendszerek esetére is. Az így kialakuló PANDAT 

szoftver fejlesztése globális optimalizálási algoritmusokon alapszik, és minden esetben stabil 

fázisdiagramot számol, megadott termodinamikai paraméterekkel. Fontos, hogy a második 

generációs szoftverek esetében a felhasználó –akarata szerint– egy (vagy több) fázis 

eltávolításával bármikor tud metastabil fázisdiagramot is számítani.  

2.2. A CALPHAD típusú számítások kialakulása 

A jelenleg legelterjedtebb és legelfogadottabb fázisdiagram számítási eljárás a 

CALPHAD módszer, ezért röviden bemutatom a CALPHAD kialakulását. Az 1970-es évek 

elején Larry Kaufman (ManLabs, Egyesült Államok) és Himo Ansara (Grenoble Egyetem, 

Franciaország) egy nemzetközi tudóscsapat összehívásával szervezett kutatómunkába kezdett 

a termodinamika és a számítástechnikai feldolgozás összekapcsolásának érdekében, és ezzel 

indította útjára a fázisdiagramok számítógépes feldolgozását, a CALPHAD módszert. A 

kutatócsoport első tudományos eszmecseréjét 1971-ben, Münsterben (Németország), valamint 

Teddingtonban (Nagy-Britannia) szervezték meg.  
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1973-ban tovább folytatódtak a megbeszélések, immár „CALPHAD meeting” 

elnevezéssel. A találkozó fő célja a következő évek munkatervének elkészítése, az elvégzendő 

termodinamikai kísérletek megtervezése volt. A Kaufman által meghívott kutatók: Himo 

Ansara és Claude Bernard (Franciaország), Oswald Kubaschewski és Ihsan Barin 

(Németország), Philip Spencer és Jack Counsell (Nagy-Britannia), Mats Hillert és Gernot 

Kirchner (Svédország), Harvey Nestor, John Cahn, Dick Weiss, Claude Lupis (Egyesült 

Államok). A következő „CALPHAD meetinget” 1974. áprilisában rendezték meg Ansara 

kutatóbázisán, Grenobleben. Az előző évi csapathoz további szakemberek csatlakoztak: 

Wolfgang Pitsch (Németország), Peter Miodownik, Malcolm Rand (Nagy-Britannia), Etienne 

Bonnier és Jean-Claude Mathieu (Franciaország).  

A CALPHAD előnye a nagy nemzetközi összefogásban (is) rejlik, hiszen a 

munkafeladatokat, kísérletek, számítások elvégzését kooperatívan együttműködve 

végezhették, a kísérletterveket szisztematikusan a számítások input adat igényéhez igazítva 

építhették fel. Számításaik fejlődését a kutatómunkában résztvevő intézetek által elérhető 

nemzetközi termodinamikai adatbázisok is nagyban segítették. A Scientific Group Termodata 

Europe (SGTE) [12][13] adatbankot 1979-ben alapították meg [8], és szervetlen vegyületek, 

valamint ötvözetek feldolgozott termodinamikai adatait tartalmazta, ráadásul ez volt ez első 

adatbázis, amely az EURONET telekommunikációs rendszeren keresztül az egész Európai 

Közösségben elérhető volt. Az elemekre vonatkozó –nagyrészt Dinsdale által összeállított– 

SGTE adatbázis a CALPHAD típusú számítások fontos bázisa volt, és azóta is folyamatosan 

bővül binér, ternér és többalkotós rendszerek CALPHAD feldolgozásával (SGTE Solution 

Database). Természetesen az európai kutatások mellett, azoktól függetlenül más földrészen is 

folytak munkálatok hasonló témakörben. Az Ecole Polytechnique (Montreal, Kanada) 

termokémikusai (főként Lin [14], Pelton [15] és társaik) szintén CALPHAD típusú 

számításokat végeztek, és saját termodinamikai adatbázist fejlesztettek ki (FactSage 

[15][16][17][18]). 

A korai időkben, a komolyabb informatikai fejlődés megindulása előtt a kutatóknak 

még szobákat, folyosókat megtöltő lyukkártyás számítógépekkel kellett dolgozni. Ezt 

követően természetesen a technikával párhuzamosan a CALPHAD módszer is rohamos 

fejlődött, egyre több kutató csatlakozott az alapcsapathoz, a CALPHAD-dal feldolgozott 

anyagfajták, problématípusok pedig egyre szélesebb spektrumot öleltek át. A kezdetekben 

színelemek termodinamikai leírásai, és binér rendszerek egyensúlyi fázisdiagramjai készültek 

túlnyomó többségében, de az idő és a technika előrehaladtával egyre fontosabbá vált a 
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többalkotós rendszerek megfelelő pontosságú termodinamika ismerete is. Ennek érdekében 

nagyon sokat fejlesztették, tesztelték a termodinamikai tulajdonságok extrapolációján alapuló 

modelleket is. Évtizedekkel később ma már elmondhatjuk, hogy a „számítógépes 

termokémia”, illetve a CALPHAD és a hozzá hasonló módszerek az egyik legfontosabb 

alapeszközök lettek az anyagtudomány kezében.  

2.3. A fázisdiagram számítási módszerek felépítése 

A nemzetközi szakirodalomban többféle fázisdiagram számító módszer ismert, és 

bár felépítésükben, elméleteikben különböznek egymástól, mégis megvannak a közös 

vonásaik. A legfontosabb közös tulajdonság a mérési adatok használata. A fázisdiagram 

számítási módszerek algoritmusainak túlnyomó többségében be van építve a mérési 

eredmények használata, kizárólag elvi alapon, „ab inito” módon egyensúlyi fázisdiagramok 

számítása [19] igen ritka, és csak nagyon korlátozott módon kivitelezhető.  

Az „ab inito” számítások a kvantum mechanikán és a statisztikai módszereken 

alapulnak, az adott rendszer minden lehetséges kristályszerkezetében a megadott paraméterek 

és az atomok helyzetének változtatásával kiszámítják az energia minimumot. A számított 

adatpontok közötti interpolációval határozzák meg az energia értéket a térfogat függvényében. 

A számításokat 0 K-re vonatkoztatva végzik, majd –mért vagy „ab inito” számítással nyert 

adatok segítségével– kiterjesztik az adott hőmérsékletig. (A számítások elvégzéséhez Cluster 

Variation modellt, vagy Monte Carlo módszert alkalmaznak.) [5][19][20] „Ab inito” elven 

működő fázisdiagram számító szoftver pl. a CRYSTAL2003. [14][19] Az „ab inito” 

számításokat alkalmazzák a CALPHAD típusú számításokkal (mérési adatokkal történő 

optimalizálással) kombinálva. [21] 

A mért adatokat felhasználó egyensúlyi fázisdiagram számítási módszereket az 

általuk számított értékek alapján két csoportra bonthatjuk. Az egyik csoportba azok a 

módszerek sorolhatók, amelyek számításai mérési adatok feldolgozásával közvetlenül 

hőmérséklet értékeket adnak meg, termodinamikailag megalapozott függvények formájában 

(pl. ESTPHAD módszer [22]), a másik csoportba tartoznak az elméleti síkon levezett 

egyenleteiket mért adatokkal optimalizáló, szabadentalpia függvényeket számító eljárások (pl. 

CALPHAD módszer). Az utóbbiak által előállított szabadentalpia függvényeket kifejezetten 

erre a célra kifejlesztett szoftverek használják fel, és számítják a hőmérséklet értékeket (pl. 

ThermoCalc [23][24], PANDAT [9][25], FactSage [15][16][17], MTDATA [26][27]).  
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A 2.1. ábrán mutatom be, hogy az anyagok fizikai, kémiai tulajdonságainak 

méréseiből hogyan lehet eljutni a számított egyensúlyi fázisdiagramokig.  

 

2.1.ábra. Számított egyensúlyi fázisdiagram előállításának lehetséges megoldásai [28] 

Az ESTPHAD módszerrel a mért hőmérséklet értékeket felhasználva egy egyszerű 

számítással megkaphatjuk például az egyensúlyi fázisdiagramban szereplő fázisok likvidusz 

hőmérsékletét. Kiindulási alapként használhatóak grafikus fázisdiagramok (digitalizálással), 

közvetlenül mérésből származó adatokkal is végezhetőek a számítások, de CALPHAD típusú 

számítással előállított adatbázissal is dolgozhatunk. A számított eredmények pontosságát 

erősen befolyásolja a felhasznált adatok pontossága. (Az ESTPHAD módszerről bővebben a 

3. fejezetben írok.) 

A CALPHAD módszerrel a nagy mennyiségű és nagy pontosságú termokémiai 

adatokat felhasználva a levezetett termodinamikai függvények alapján számíthatóak az 

egyensúlyi fázisdiagramok. A CALPHAD eljárás a szabadentalpia változást és a rendszer 

termodinamikai viselkedését leíró modellek segítségével dolgozza fel a lehetséges fázisokat. 

[6] A fázisdiagram „ab inito” módon előállított értékeit és a termodinamikai adatokat 

matematikai módszerekkel, például „súlyozott nem lineáris legkisebb négyzetek 

optimalizálással” közelíti. A számítási algoritmus (az ESTPHAD módszerhez hasonlóan) 

abból indul ki, hogy egyensúlyi állapotban a kémiai potenciál értékek egyenlőek, az 

algoritmus további része pedig szabadentalpia függvények minimalizálásán alapszik. A binér, 
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ternér rendszerek extrapolálásával többkomponensű fázisdiagramok is előállíthatók. A 2.2. 

ábrán a CALPHAD típusú számítások elvi folyamatábrája látható. 

A CALPHAD típusú termodinamikai 

feldolgozás a nemzetközi kutatócsoportok által 

elérhető kísérleti adatok összegyűjtésével, vagy 

adott rendszerhez specifikusan megválasztott 

mérésekkel kezdődik, majd az adatok 

szabadentalpia függésének megállapításával 

folytatódik. Az adatokat meghatározhatják 

többek között differenciál termikus analízissel 

[29][30], differenciál scanning kalorimetriával 

(DSC) [30][31] röntgen diffrakcióval (XRD) 

[29][31], scanning elektronmikroszkópiával 

(SEM) [31], elektron diszperzív spektrometriával 

(EDS) [31]. Sok esetben használhatóak kísérleti 

adatként az „ab inito” számítások eredményei is. 

[21] A rendszerben megjelenő minden lehetséges 

fázishoz kiválasztanak egy megfelelő modellt a 

szabadentalpia hőmérséklet-, nyomás-, összetétel-függvényében történő leírására. (A 

szabadentalpia függvények használata a termodinamikai tulajdonságok modellezéséhez azért 

jobb, mint bármely más termodinamikai függvény lenne, mert a szabadentalpia a hőmérséklet 

és a nyomás függvénye, és ezek a kísérletek során a legkönnyebben kontrolálható 

paraméterek, ráadásul a legtöbb számításban a nyomás hatása elhanyagolható. Nagy előnye 

továbbá, hogy a szabadentalpiából származtatható minden egyéb termodinamikai mennyiség, 

mint például: entrópia, entalpia, hőkapacitás, belső energia, stb....)  

A CALPHAD módszerrel előállított adatbázis alapján a legtöbb szoftverrel (például 

Thermo-Calc, FactSage) elvégezhető a fázisdiagram számítás. A binér, ternér és a többalkotós 

rendszerek számítása egymásra épül, azok termodinamikai leírásának egymással 

kompatibilisnek kell lennie. A legtöbb egyensúlyi fázisdiagramot atmoszférikus nyomásra 

vonatkozóan készítik el, de találni az irodalomban számításokat, melyekben a nyomás több 

GPa. Alacsonyabb hőmérsékleten és nyomáson meghatározott adatok, függvények 

extrapolálásával lehetséges nagy nyomású rendszerekig (pl. 10 GPa) kiterjeszteni a 

számításokat. [32][33] 

 

2.2.ábra. CALPHAD típusú számítások elvi 

ábrája [1][5][6] 
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3. AZ ESTPHAD FÁZISDIAGRAM SZÁMÍTÁSI MÓDSZER 

3.1. Az ESTPHAD számítási módszer termodinamikai alapjai 

a, Alapösszefüggések [22][34][35] 

Kétalkotós rendszerben az egymással egyensúlyt tartó fázisok szabadentalpiája 

reguláris oldat esetén az alábbiak szerint függ a koncentrációtól: 
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Az 1. és 2. egyenlet alapján a fázisok parciális moláris szabadentalpiája reguláris 

oldatokat feltételezve: 
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Gibbs szerint egyensúlyban a két fázis parciális moláris szabadentalpiái egyenlőek: 
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3.1. ábra. A két fázis szabadentalpia görbéje, és a parciális moláris szabadentalpiák egyenlősége 

egyensúlyi állapotban, adott hőmérsékleten 

A fenti egyenletekből –az egyenletek állandóinak ismeretében– kiszámítható az 

egymással egyensúlyt tartó fázisok összetétele ( II

B

I

B XX , ) adott hőmérsékleten (így a likvidusz 

és szolidusz görbék), a megoszlási hányados, valamint a likvidusz görbe meredeksége adott 

összetételnél vagy adott hőmérsékleten. 

b, A likvidusz hőmérséklet számítása  

A 7. egyenlet alapján, figyelembe véve, hogy I

BB

II

B XkX  , írható: 
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AG   az A elem szabadentalpia változása kristályosodás során 

 kB megoszlási hányados. 

A szabadentalpia változás az alábbi módon is felírható: 

STLG III

A    (10) 

ahol: L a kristályosodás közben felszabaduló látens hő 

 ΔS a folyamatot kísérő entrópia változás 
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Egyensúlyban a színelem olvadáspontján (T0 hőmérséklet) 0 III

AG , így 

0

0
T

L
SSTL  , melyet a 10. egyenletbe behelyettesítve kapjuk a következő 

összefüggést: 
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A szabadentalpia változás ily módon való kifejezését a 9. egyenletben ΔGA
I→II

 

helyére beírva az alábbi egyenlet adódik: 
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Reális oldatok esetén a 13. egyenletben szereplő két hatványfüggvény hányadosát 

(mivel mindkét függvényben csak I

BX  a változó) egyetlen hatványfüggvénnyel 

helyettesíthetjük: 
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ahol: A(i) a hatványfüggvény együtthatói. 

A 14. egyenletet a 13. egyenletbe behelyettesítve a likvidusz hőmérséklet (TL) a 

következőképpen számolható: 
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Általában a fázisdiagramoknál az összetétel tömegszázalékban van megadva. A 

tömegszázalék és a móltört azonban egy nem lineáris egyenlettel kifejezhetőek egymásból, 

tehát a móltört függvényében felírt polinom helyett használható a tömegszázalékok azonos 

típusú polinomja is: 
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 (15.a) 

ahol: I

Bc  az olvadék B alkotó tartalma tömegszázalékban kifejezve 

c, A likvidusz hőmérséklet számítása három-, négy- és többalkotós rendszerek esetén 

Az ESTPHAD módszer hierarchikus felépítésének köszönhetően a számítás 

rendkívül egyszerűen kiterjeszthető három- és többalkotós rendszerek esetére is. Amennyiben 

rendelkezésünkre állnak a binér egyensúlyi fázisdiagramok likvidusz görbéinek ESTPHAD 

módszerrel számított koefficiensei, úgy akár a ternér egyensúlyi fázisdiagram ismerete és 

adatai nélkül is jó közelítést adhatunk a háromalkotós rendszerek likvidusz felületeire 

(elsősorban a tiszta elemhez, illetve a binér rendszerekhez közeli koncentráció tartományban). 

A ternér fázisdiagramok értékeit is felhasználva (regressziós analízissel) a pontosság az egész 

fázisdiagramon belül eléri a gyakorlati felhasználáshoz szükséges mértéket. 

)()(1
);( 0

I

C

I

B

I

C

I

BL
XFXF

T
XXT


  (16) 

A hierarchikus felépítés értelmében a kettőnél több alkotós („n” alkotós) 

fázisdiagramok számításában szerepel egy ΔFABC…N korrekciós tag. Ennek szerepe az „n-1” 

alkotós rendszerek koefficienseivel számolt értékek, és az „n” alkotós rendszer valódi értékei 

közötti különbség csökkentése. A korrekciós tag előállítása szintén regressziós analízissel 

történik. 

A kétalkotós fázisdiagram számításánál bemutatott levezetéssel azonosan, 

(figyelembe véve, hogy: I

C

I

B

I

A XXX 1  ) a háromalkotós rendszerben szereplő likvidusz 

felületek hőmérsékletének számítására előállítható a következő egyenlet: 

);()()(1
);( 0

I

C

I

B

I

C

I

B

I

C

I

BL
XXFXFXF

T
XXT


  (17) 

ahol: )( I

BXF  az A-B binér rendszerben kiszámított függvény, 
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 )( I

CXF  az A-C binér rendszerben kiszámított függvény, 

 );( I

C

I

B XXF  az A-B-C ternér rendszerben kiszámított függvény. 

A ΔF „hibafüggvény” a következő módon épül fel: 












p

i

iq

j

jI

C

iI

B

I

C

I

B

I

C

I

B

I

C

I

B

I

C

I

B

XXjiA

XXAXXAXXAXXF

1 1

22

)())(;(

...)()2;1())(1;2()1;1();(

 (18) 

Az előbbi szisztémát követve a módszer kiterjeszthető négyalkotós fázisdiagramok 

számítására is. A ΔFABCD függvény kiszámolása nélkül, csak a két- és háromalkotós 

rendszerek koefficienseinek felhasználásával is adhatunk közelítő értékeket, ekkor: 

ACDABDABCADACAB

I

D

I

C

I

BL
FFFFFF

T
XXXT




1
);;( 0  (19) 

Négyalkotós rendszerek esetére –a korábbiakban leírtak szerint– a következő 

egyenlet vezethető le a likvidusz hőmérséklet számítására: 

ABCDACDABDABCADACAB

I

D

I

C

I

BL
FFFFFFF

T
XXXT




1
);;( 0  (20) 

ahol: )( I

BAB XFF   az A-B binér rendszerben kiszámított függvény, 

 )( I

CAC XFF   az A-C binér rendszerben kiszámított függvény, 

 )( I

DAD XFF   az A-D binér rendszerben kiszámított függvény, 

 );( I

C

I

BABC XXFF   az A-B-C ternér rendszerben kiszámított függvény, 

 );( I

D

I

BABD XXFF   az A-B-D ternér rendszerben kiszámított függvény, 

 );( I

D

I

CACD XXFF   az A-C-D ternér rendszerben kiszámított függvény, 

 );;( I

D

I

C

I

BABCD XXXFF   az A-B-C-D négyalkotós rendszerben kiszámí-

tott függvény. 

A  );;( I

D

I

C

I

B XXXF   „hibafüggvény” számítása négyalkotós rendszerek esetén:  

 
















p
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jir
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kI

D
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iI
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D

I

C
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B

I

D
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I

B

I
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I
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I
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I

D

I

C

I

B

I

D

I

C

I

B

XXXkjiA

XXXAXXXA

XXXAXXXAXXXF

1 1 1

22

2

)()())(;;(

...)()2;1;1()()1;2;1(

))(1;1;2()1;1;1();;(

 (21) 



Mende Tamás, PhD értekezés Irodalmi feldolgozás 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 17 

A likvidusz hőmérséklet meghatározása „n” alkotós rendszer esetén (n-edik alkotó 

N, (n-1)-edik alkotó M): 

NABCAMNABCANAB

I

N

I

C

I

BL
FFFFF

T
XXXT

...

0

.............1
);...;;(


  (22) 

ahol: );...;;(...

I

N

I

C

I

BNABC XXXFF   Az „n” alkotós rendszerben kiszámított 

függvény 

A  );...;;( I

N

I

C

I

B XXXF   „hibafüggvény” alakja „n” alkotós rendszerekre: 

 

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I
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I
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I

B

I
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I
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1 1
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1
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)...()())(;...;;(...

...)...()2;...;1;1(......))(1;...;1;1;2(

...)1;...;1;1;1();...;;(

 (23) 

d, Az ESTPHAD módszer hierarchikus felépítésének bemutatása 

Az ESTPHAD módszer hierarchikus felépítésére gyakran hivatkozom, ezért néhány 

egyszerű ábrával bemutatom, hogy a két-, három- és négyalkotós rendszerekben kiszámított 

függvények, együtthatók hogyan épülnek egymásra. Az ábrákon a kis kockák az ESTPHAD 

módszerrel előállított függvények „A(i;j;k)” együtthatóit szemléltetik. Az i, j, k számok a 

három elem koncentrációinak a megfelelő hatványú szorzatát mutatják, mely szorzattal az 

adott „A(i;j;k)” együtthatót meg kell szorozni. Például a (0;1;2)-es együttható esetén az 

együtthatót a [(cAl2O3)
0
 * (cCaO)

1
 * (cSiO2)

2
 ] koncentráció szorzattal kell megszorozni. 

Egy többalkotós rendszer feldolgozása mindig a kétalkotós fázisdiagramok 

kiszámításával kezdődik. A példaként bemutatott esetben első lépésként a MgO-CaO (A-B), 

MgO-Al2O3 (A-C), valamint a MgO-SiO2 (A-D) fázisdiagramokban található MgO-ban dús 

fázis likvidusz görbéinek együtthatóit (A(1;0;0), A(2;0;0), A(3;0;0), …) határozzuk meg. (3.2., 

3.3. ábra)  

Az előállított FAB, illetve FAC binér függvények, valamint az A-B-C ternér 

fázisdiagram digitalizált adatai segítségével –az előbbiekben bemutatott egyenletek 

felhasználásával– kiszámíthatóak a háromalkotós rendszer likvidusz felületének ESTPHAD 

együtthatói is. (3.4. ábra) Ezt a számítást is mind a három (A-B-C, A-B-D, A-C-D) 

háromalkotós fázisdiagramban el kell végezni. (3.5. ábra)   
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3.2. ábra. A MgO-CaO rendszerben kiszámított  3.3. ábra. A MgO-CaO, MgO-Al2O3, és MgO-SiO2  

együtthatók rendszerben kiszámított együtthatók 

 

          

3.4. ábra. A három binér, és a MgO-SiO2-CaO 3.5. ábra. A három binér és a három ternér 

ternér rendszerben kiszámított együtthatók rendszerben kiszámított együtthatók 

Az összes előállított függvényre, valamint a kvaternér diagram digitalizált értékeire 

építve megkapjuk a négyalkotós rendszerben számított FABCD függvény együtthatóit (3.6. 

ábra).  

 

3.6. ábra. A három binér, a három ternér és a kvaternér 

rendszerben kiszámított együtthatók 
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3.2. A számítás menete 

3.2.1. Adatgyűjtés 

Az egyensúlyi fázisdiagramok feldolgozása a szakirodalomban rendelkezésre álló 

adatok (rajzolt fázisdiagramok, mért vagy számított adatbázisok) összegyűjtésével kezdődik. 

Az ESTPHAD módszerrel van lehetőség természetesen saját mérések, vagy esetleg 

CALPHAD számítások eredményeinek alkalmazására is. (A PhD értekezésemben leírt 

rendszerek egyikénél sem végeztem hőmérséklet ill. koncentráció adatokra vonatkozó 

méréseket, kizárólag szakirodalmi adatokból dolgoztam.) 

Amennyiben grafikus formában meglévő egyensúlyi fázisdiagram az input adat, 

akkor a számítások elvégzéséhez szükséges hőmérséklet – koncentráció érték párokat a 

fázisdiagram ún. digitalizálásával, digitalizáló program felhasználásával lehet előállítani (az 

általam használt digitalizáló szoftver neve: „WINDIG 2.5”). E folyamat során a 

szakirodalomból származó hiteles egyensúlyi fázisdiagram átalakulási görbéinek vonalán az 

adott görbe jellegének (meredekségének) megfelelő léptékkel haladva az összetartozó 

hőmérséklet és koncentráció érték párokat rögzítjük. A koordinátákat a WINDIG digitalizáló 

program automatikusan tárolja. Az adathalmazt „dat”-fájlként menthetjük el, melyet az Excel 

programban beolvashatunk. 

A 3.7. ábrán példaként a MgO-Al2O3 egyensúlyi fázisdiagram [36] MgO-ban dús 

fázis likvidusz görbéjének digitalizálása látható. A piros kereszttel (amit az ábrán a láthatóság 

kedvéért erőteljesebben megjelöltem) lehet a likvidusz görbe vonalán adatokat kijelölni. 

Külön ablakon olvashatóak az adott pont koordinátái –koncentráció és hőmérséklet értékek 

(19,562 t% Al2O3, 2800,6 K)–, illetve a pontosabb digitalizálást segítve külön ablakban 

nagyítva látható a likvidusz görbe vonala.  

Mért vagy számított adatok alkalmazása esetén értelemszerűen az adatbázis 

megfelelő hőmérséklet – koncentráció érték párjai közvetlenül használhatóak. 
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3.7. ábra. Digitalizálás a WINDIG program segítségével, MgO-Al2O3, MgO fázis likvidusz görbe [36] 

3.2.2. A likvidusz hőmérséklet számítása 

A digitalizálással kapott, illetve a mérésekből, számításokból származó adatokat 

Microsoft Excel programmal dolgoztam fel. Amint azt korábban írtam, a számítások 

alapadatai származhatnak grafikus fázisdiagram digitalizálásából, mért vagy számított 

adatbázisból, a továbbiakban a számítás menetének bemutatása során az egyszerűség kedvéért 

azonban nem írom ki mindenhol, hogy digitalizált, mért vagy számított adat, hanem –mivel 

nagyrészt grafikus fázisdiagramokkal dolgozom– csak digitalizált adatokat írok.  

A számítások első lépéseként a 15.a egyenlet átrendezésével kapott  

1)( 0 
L

I

B
T

T
cF   (24) 

összefüggés jobb oldalán szereplő értékeket behelyettesítjük (T0 a színelem 

olvadáspontja, TL pedig pontonként az adott digitalizált likvidusz hőmérséklet érték). Így 

)( I

BcF -re minden digitalizált pontnál kapunk egy-egy értéket. 

Az )( I

BcF  függvény az olvadék összetételétől függő polinom, így benne az adott 

koncentráció értékek hatványai szerepelnek. Az Excel munkafüzetben ezért ki kell számolni 

minden összetételnél a ;...)(;)(;)(; 432 I

B

I

B

I

B

I

B cccc  értékeket.  

A likvidusz hőmérséklet számítására ESTPHAD módszerrel előállított függvények 

fokszáma az adott likvidusz görbe jellegétől, bonyolultságától függ. Meg kell vizsgálni, hogy 

a különböző fokszámú egyenletekkel (általánosan javasolt: 2-5. fok) milyen eltéréssel lehet 
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kiszámítani a likvidusz hőmérséklet értékeket. Megfelelő pontosság mellett a legkisebb 

hatványú polinom alkalmazására kell törekedni. (A „megfelelő pontosság”-ot a későbbiekben 

definiálom.) 

Az ESTPHAD függvény együtthatóit regressziós analízissel határozzuk meg. A 

regresszió (x;y) bemeneti tartományának az előzőekben (24. egyenlet) előállított )( I

BcF , 

illetve a ;...)(;)(;)(; 432 I

B

I

B

I

B

I

B cccc  értékek halmazát választjuk, a konstans értékét pedig 

zérusnak jelöljük (mivel az ESTPHAD egyenletben A(0) ≡ 0). A zéró konstansnak 

köszönhetően a színelem összetételénél 0)( I

BcF , így a 15.a. egyenlet értelmében TL = T0.  

A regressziós analízisről az Excel egy összesítő táblázatot készít, melyben –többek 

között– az eredmények szórását (R
2
), valamint a kiszámolt )( I

BcF  polinom 

);...4();3();2();1( AAAA  együtthatóit találhatjuk. 

A 15.a. egyenletbe a kiszámított A(i) paramétereket (az )( I

BcF  függvénybe) beírva a 

likvidusz hőmérséklet bármely összetételnél könnyen számolható: 

...))(4())(3())(2()1(1 432

0




I

B

I

B

I

B

I

B

L
cAcAcAcA

T
T  (25) 

Három- és többalkotós rendszerek feldolgozásánál értelemszerűen az FABC, illetve az 

FABC…N függvényeket kell előállítanunk a digitalizált adatok felhasználásával. (lásd 17-23. 

egyenlet) A regressziós analízis bemeneti adatai ezen függvények, illetve a I

N

I

C

I

B ccc ;...;;  

koncentráció értékek A(i, j, k) paramétertől függő hatványainak közös szorzatai. 

3.2.3. A számított adatbázis elemzése 

Az ESTPHAD egyensúlyi fázisdiagram számítási módszert az előzőekben 

részletesen bemutatott termodinamikai alapok, és a levezetett egyenletek felhasználásával 

elvégzett számítások pontossága és egyszerűsége teszi alkalmassá a gyakorlati használatra. 

Ezt a kijelentést alátámasztandó, a számított hőmérséklet értékek pontosságát minden egyes 

feldolgozott rendszer esetében fontosnak tartom ellenőrizni. A számítások elvégzése után az 

input adatként felhasznált, eredeti adatokat össze kell hasonlítani a kiszámított hőmérséklet 

értékekkel, és az eltérések nem lehetnek nagyobbak az általunk az adott rendszernél 

elfogadható hibánál. Ez az elfogadható hiba egzakt módon nem számszerűsíthető, hiszen 

rendszer specifikus dolgoktól függ, de leginkább a felhasznált adatbázis minősége (pontosság, 
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adateloszlás, többalkotós rendszerekben a binér, ternér, stb… rendszerek egymásra épülése) 

és az adott rendszerben (pl. fémes vagy kerámia), adott hőmérséklet tartományban elvárható 

mérési hiba nagysága befolyásolja. Amennyiben az eltérések az elfogadható hibánál 

nagyobbak, a számítást más fokszámú polinommal meg kell ismételni, esetleg a felhasznált 

adatbázis megfelelőségét kell felülvizsgálni.  

A számítási hibák elemzése, és az ún. rendszeres számítási hibák azonosítása azért is 

fontos feladat, mert nem csak az adott rendszerben számított értékek pontosságát lehet ily 

módon növelni, hanem megfelelő hibaanalízis segítségével lehet az ESTPHAD számítási 

algoritmust tovább fejleszteni.  
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4. AZ ESTPHAD MÓDSZER ALKALMAZÁSA KÜLÖNBÖZŐ 

LIKVIDUSZ ÉS SZÉTVÁLÁSI GÖRBÉK ESETÉN 

Az ESTPHAD módszer története során az első feldolgozott rendszerek esetén 

elsősorban a színfémek olvadáspontjához közeli tartományban történtek a számítások. Ezen 

esetekben az ESTPHAD módszer megfelelő pontosságot eredményezett az –egyszerűség 

kedvéért nevezzük általánosan– α szilárdoldatok likvidusz hőmérsékletének leírásában. Az 

ötvözeteinkben azonban nem csak színelem α szilárdoldata, hanem vegyület, vagy színelem 

allotróp módosulata is kristályosodhat, de adott esetben az olvadék két eltérő összetételű 

olvadék fázisra is szétválhat, és ezen átalakulások hőmérsékletét is ki kell tudni számítani. 

Munkám során fontosnak tartottam az ESTPHAD számítási módszert a kétalkotós 

egyensúlyi fázisdiagramokban megtalálható összes likvidusz görbe típus (illetve olvadék 

szétválási görbe) leírására alkalmassá tenni. Ennek érdekében első lépésként meg kellett 

különböztetnem a számítások elvégzése szempontjából eltérő tulajdonságokkal rendelkező 

likvidusz görbéket, és megtalálni bennük a leírásuk során potenciálisan megjelenő 

hibalehetőségeket. A 4.1. ábrán mutatom be az általam megkülönböztetett likvidusz görbe-

típusokat. Természetesen a gyakorlatban, a valóságban megjelenő egyensúlyi fázisdiagramok 

számos esetben nem annyira egyszerű esetek, mint a 4.1. ábrán látható tanpéldák, hanem 

gyakran az általam vázolt alaptípusok közül több is fellelhető bennük, egyszóval 

bonyolultabb, összetett rendszerek. Ez a felosztás tehát valójában egy jó kiindulási alap, és 

mivel a gyakorlati fázisdiagramok ilyen részekből épülnek fel, az ezen esetekből 

kikövetkeztetett számítási nehézségek, hibalehetőségek a valódi rendszereknél is 

problémaként jelennek meg, tehát a megoldásukra kidolgozott algoritmusok a gyakorlati 

egyensúlyi fázisdiagramok feldolgozásánál is működőképesek, hatékonyak.  

Az anyagtudományban az egyensúlyi fázisdiagramok taglalásánál a rendszereket első 

lépésben az alkotók (általánosan a színelemeket, esetleg a vegyületeket nevezzük binér 

rendszerekben „A” és „B” alkotónak) egymást oldó képessége, azaz az oldhatóság alapján 

csoportosítjuk. Oldóképességnek nevezzük a színelemek, illetve vegyületek azon 

tulajdonságát, hogy az atomjai alkotta kristályrács egyensúlyi állapotokban mennyi idegen 

(„B”) atomot képes magába fogadni, az idegen atomok milyen koncentrációban képesek akár 

a rácspontokban, akkor a rácspontok közé beépülni. Az oldhatóság jelentősen hőmérséklet-
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függő, a hőmérséklet változásával az oldódni képes atomok koncentrációja nagyságrendileg is 

megváltozhat.  

Az egyensúlyi fázisdiagramokban háromféle oldhatóságot különböztetünk meg: 

 Korlátlan oldhatóságról beszélünk, ha az „A” és „B” alkotó korlátlanul oldja 

a másikat. Olvadékok esetén ez az állítás a gyakorlati rendszereink túlnyomó 

többségére minden hőmérséklet és koncentráció tartományban igaz. Szilárd 

állapotban azonban a rendszerek jelentős hányadában nem jellemző a 

korlátlan oldhatóság. A korlátlan oldhatóságnak ugyanis számos alapvető 

feltétele van, a legjellemzőbb, hogy mindkét alkotó azonos kristályráccsal 

rendelkezzen „tiszta” állapotban (színelemként, vegyületként). 

 Amennyiben az oldóképességnek van egy felső határa, akkor az oldhatóság 

korlátozott. Olvadék állapotban korlátozott oldhatóság esetén bizonyos 

hőmérséklet és koncentráció tartományban az olvadék két különböző 

összetételű olvadék fázisra válik szét. Szilárd állapotú korlátozott 

oldhatóságnál az „A” atomok alkotta kristályrács bizonyos mennyiségű „B” 

atomot képes a saját atomjai között oldani, azonban van egy összetételbeli 

határ, aminél nagyobb „B” koncentráció mellett megjelenik a „B” színelem 

kristályrácsával azonos β szilárdoldat, vagy egy vegyület.  

 Amennyiben a tiszta „A” és tiszta „B” atomok alkotta fázisok a „másik” 

atomot egyáltalán nem képesek oldani, úgy értelemszerűen nincs oldhatóság.  

Oldhatóságról azonban nemcsak a binér rendszerek „A” és „B” alkotója kapcsán 

beszélhetünk, hanem a bizonyos sztöchiometriai összetételnél megjelenő AxBy vegyületek 

esetén is. Korlátlan oldhatóság vegyület és „A” alkotó között nem létezik, mivel nem lehet 

azonos a rácsszerkezete a színelemnek és a vegyületnek, és így a korlátlan oldhatóság egyik 

legfontosabb feltétele nem teljesül. Vannak esetek, amelyekben a vegyület egyáltalán nem 

oldja az alkotóit (pl. Fe-C rendszerben a metastabil Fe3C fázis), számos esetben azonban a 

vegyület korlátozott mértékben ugyan, de oldja az alkotóit (pl. Cu-Al rendszerben a β fázis).  

A korlátozott oldhatósággal bíró fázisdiagramokat tovább osztályozhatjuk az 

átalakulási folyamatok szerint, úgymint eutektikus, peritektikus, vagy monotektikus 

fázisdiagramok. 
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A különböző egyensúlyi fázisdiagram típusok közül a következő lépésben 

bemutatom azokat, amelyekben a likvidusz görbék valamilyen módon különböznek 

egymástól, és így a likvidusz (ill. szétválási) hőmérséklet számítása eltérő algoritmust igényel. 

Az olvadék állapotban kezdődő folyamatok közül az alábbiak különböztethetőek meg: 

 A likvidusz görbe a tiszta „A” alkotótól a tiszta „B” alkotóig tart (korlátlan 

oldhatóság). 

 A likvidusz görbe a tiszta „A” alkotótól a tiszta „B” alkotóig tart, de 

minimum vagy maximum ponttal rendelkezik (korlátlan oldhatóság).  

 A likvidusz görbe a tiszta „A” vagy „B” alkotóból indul ki, és eutektikus 

pontban végződik.  

 Nyílt maximummal vegyület (vagy szekunder szilárdoldat) képződik és a 

vegyület (szekunder szilárdoldat) likvidusz görbéje az „A” és a „B” alkotó 

irányába is egy-egy eutektikus pontig tart.  

 Peritektikus folyamatban vegyület (vagy szilárdoldat) képződik, és a 

vegyület (szilárdoldat) likvidusz görbéje a peritektikus hőmérséklettől egy 

eutektikus (esetleg másik peritektikus) hőmérsékletig tart.  

 Olvadék állapotban a korlátozott oldhatóságnak köszönhetően az olvadék 

két különböző összetételű olvadékká válik szét, a szétválási hőmérsékletnek 

megfelelően.  

Amint az a felsorolásból is látszik, az olvadék állapotban kezdődő folyamatok 

(kristályosodás, olvadék szétválás) típusainak megkülönböztetésénél nem vettem figyelembe 

azt, hogy az alkotók, illetve a keletkező vegyület szilárd állapotban oldja-e az alkotóit. A 

likvidusz, illetve szétválási hőmérséklet szempontjából ugyanis ez nem releváns, a görbék 

ugyanolyan specifikus tulajdonságokkal rendelkeznek, ha alacsonyabb hőmérsékleten van 

oldhatóság, vagy ha nincs. Az egyszerűség kedvéért az ábrán minden típusnál csak egy 

állapotot tüntettem fel, méghozzá a szilárd állapotbeli korlátozott oldhatóságot. 
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4.1. ábra. Az olvadék állapotban kezdődő folyamatok típusainak csoportosítása 
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A további fejezetekben részletesen taglalom, hogy mely típusnál milyen 

nehézségekre kell figyelni a számítás során, mely értékeket kell használni az alapegyenletben 

szereplő kezdeti értéknek (a 15., ill. 15.a egyenletben a T0–t nevezem kezdeti értéknek), 

bizonyos fázisdiagram típusoknál szükséges megállapítani a likvidusz görbe tartományát is, 

illetve vannak olyan görbék, melyek megfelelő feldolgozásához az ESTPHAD alapegyenletbe 

plusz paramétereket kell beépítenem. 

Annak érdekében, hogy az ESTPHAD módszer biztosan megtartsa a létrehozásakor 

szem előtt tartott előnyeit (pontosság, egyszerűség, könnyen kezelhetőség, gyorsaság, …) a 

számítási algoritmusok, illetve plusz paraméterek kidolgozása során a következő tényeket 

nagyon fontos, változtathatatlan alapelvekként kezeltem: 

 Az ESTPHAD fázisdiagram számítási módszer termodinamikai alapokon 

nyugvó, termodinamikai összefüggésekből levezetett eljárás, ezen alapok 

megtartása kötelező. 

 Az ESTPHAD módszertől általunk elvárt pontosság ±1%, tehát a 

számításhoz felhasznált (mért, digitalizált, számított) hőmérséklet értékek és 

az ESTPHAD módszerrel számított hőmérséklet értékek között maximum 

1% eltérés elfogadható. 

 Az átalakulási hőmérséklet számítására alkalmazott ESTPHAD-egyenletnek 

és számítási algoritmusnak egyszerűnek, könnyen kezelhetőnek kell lennie, 

nélkülöznie kell a más egyensúlyi fázisdiagram számítási módszerekben 

gyakran használt bonyolult, iterációs lépéseket, sokszorosan egymásba 

ágyazott függvénykapcsolatokat. 

 Az ESTPHAD alapegyenlet (3. fejezet 15. és 15.a egyenlet) alakja, elve 

lényegesen nem változhat, abból tagot el nem lehet hagyni, maximum 

alkalmasan megválasztott paraméterek illeszthetőek bele.  

A különböző likvidusz és szétválási hőmérsékletek számítása során eltérő, ún. 

rendszer-specifikus problémák jelentkeznek, van azonban egy minden rendszerben felmerülő, 

ezáltal általánosan kezelendő feladat. Az ESTPHAD módszerrel eredeti formájában (a 15., ill. 

15.a egyenletben szereplő  I

BXF , illetve  I

BcF  függvények felépítésének köszönhetően) a 

tiszta alkotó olvadáspontját számítási hiba nélkül lehet kiszámítani. Tiszta alkotó esetében 



Mende Tamás, PhD értekezés    Az ESTPHAD módszer alkalmazása különböző likvidusz és 

 szétválási görbék esetén 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 28 

ugyanis 0I

BX , azaz 0)0)(()0(
1

 


i

iI

BL

I

B XiAXF , ekkor pedig a 15. egyenlet szerint 

a számított likvidusz hőmérséklet azonosan egyenlő a tiszta alkotó olvadáspontjával: 

 
01)0(1

)0( 00







T

XF

T
XT

I

B

I

BL        0)0( TXT I

BL   (26) 

Ugyanez a levezetés természetesen igaz a nem móltörtben, hanem például 

tömegszázalékban kifejezett összetételek esetére is: 
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Amennyiben olvadék és szilárd állapotban is korlátlan az oldhatóság, a likvidusz 

görbe a tiszta „A” alkotó olvadáspontjától a tiszta „B” komponens olvadáspontjáig tart. A 

likvidusz görbe számítás során tehát kettő darab tiszta alkotó olvadáspontját is ki kell tudni 

számítani az ESTPHAD módszerrel. Az „A” alkotó olvadáspontját (amint a 26., ill. 26.a 

egyenletekben bemutattam) számítási hiba nélkül lehet kiszámítani, a tiszta „B” alkotó 

olvadáspontját viszont az  I

BXF , illetve  I

BcF  függvények számított A(i) paramétereinek a 

segítségével lehet közelíteni. A „B” alkotó számított olvadáspontját tehát csak valamekkora 

„közelítési” hibával lehet leírni.  

A 4.1. ábrán bemutatott likvidusz és szétválási görbék között több sem valamelyik 

tiszta alkotó olvadáspontjában, hanem eutektikus, peritektikus vagy monotektikus 

hőmérsékleten végződik, de olyan is látható, amely görbének sem a kezdő, sem a végpontja 

nem azonos az alkotók olvadáspontjával. Az eutektikus, peritektikus, monotektikus 

hőmérsékletek azonban a tiszta alkotók olvadáspontjához hasonlóan nagy pontossággal 

ismert, jól kimérhető értékek, így fontosnak tartom, hogy az ESTPHAD módszerrel ezen 

hőmérsékleteket ugyanilyen nagy pontossággal lehessen számítani.  

A likvidusz és szétválási görbék végpontjainak megfelelő pontosságú kiszámítása 

érdekében új paramétereket vezetek be.  

4.1. Új paraméterek bevezetése a nonvariáns pontok számítására 

Az ESTPHAD alapegyenletben a likvidusz és a szétválási görbe leírását lényegében 

2-5 paraméter –A(i)– határozza meg attól függően, hogy hányadfokú polinomot alkalmazunk 

a számításhoz. Ahhoz, hogy a tiszta alkotó olvadáspontján kívül valamely pontot (másik 
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alkotó olvadáspontja, eutektikus, peritektikus vagy monotektikus hőmérséklet) a számításban 

fixen rögzítsek, ahhoz egy új paramétert kell bevezetnem, vagy ezen 2-5 paraméter közül kell 

„feláldoznom” egyet, amelynek a feladata csak és kizárólag ezen pont helyben tartása lesz.  

(Természetesen 2. fokú polinom esetében mindenképpen új paraméter bevezetésére van 

szükség, hiszen a maradék egy együttható nem lenne alkalmas a görbe megfelelő leírására). 

Úgy döntöttem, hogy meghagyom ezen 2-5 paramétert eredeti funkciójuk ellátására, 

annál is inkább, mert egy új típusú koefficienst, illetve módosított ESTPHAD egyenletet 

vezetek be, amelyben a likvidusz és a szétválási görbék mindkét végpontja nagy pontossággal 

számítható. A módosított egyenlet megalkotása előtt a következő peremfeltételeket 

definiáltam: 

 A likvidusz, ill. szétválási görbe végpontjának hőmérséklete az eredeti 

(számításhoz felhasznált) adatbázishoz képest 0,0 K eltéréssel (tehát tizedes 

jegy pontossággal) számolható legyen. 

 Az új paraméter a görbék végpontjánál, illetve annak szűk környezetében 

éreztesse –pozitív– hatását. 

 A módosított egyenlet minden pontban legyen értelmezhető, folytonos 

függvény legyen. 

 A módosított egyenlet kezelhetősége, a számított eredmények felhasználása 

az alapegyenlethez hasonlóan egyszerű és gyors legyen. 

Ezen alapelveket elfogadva, a következő megoldásra jutottam. Bevezettem a B1 

paramétert, és hozzárendeltem az  I

BXM1  szorzót. A számozásnak az a jelentősége, hogy 

amennyiben több pontot szeretnék rögzíteni (például 4.3. fejezetrész, likvidusz görbe 

minimum pontja), akkor az is megtehető, B2,  I

BXM 2  paraméterekkel.  

A B1 paraméter meghatározása 

Az új paraméter meghatározható egy egyszerű, célirányosan megválasztott egyenlet 

megoldásával. Első lépésben az ESTPHAD alapegyenlettel (15., ill. 15.a egyenlet) elvégzem 

a számítást, illetve meghatározom a likvidusz hőmérsékletet legkevesebb paraméterrel, de 

megfelelő pontossággal leíró polinom fokszámát (A(i) együtthatók kiszámítása). Ezt követően 

az előállított A(i) együtthatók ismeretében az ESTPHAD alapegyenletet kiegészítem a B1 

paraméterrel a következő módon: 
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A végpontot úgy tudom fixálni, ha a fenti egyenletben a „ )( I

BL XT ” helyére a 

végpont hőmérsékletét (pl. „B” alkotó olvadáspontja esetén „ BT ”), az „ I

BX ” értékek helyére 

pedig az összetételét írom be (ez esetben BX ). Ekkor az egyenletben az egyedüli ismeretlen a 

B1 paraméter, melyet könnyen ki lehet fejezni a 27. egyenletből: 
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Az így kiszámítható B1 paraméter a végpontban (a példánál maradva a „B” alkotónál) 

biztosítja a megfelelő pontosságot. Azonban ez a B1 paraméter minden összetételnél „elviszi” 

valamennyire a számított értékeket, hiszen az illesztett görbét minden pontban ugyanúgy tolja 

el. Annak érdekében, hogy ezt kiküszöböljem, bevezetek egy M1 szorzót a B1 paraméter 

mellé, amely szorzónak az lesz a szerepe, hogy ez a korrekciós együttható ne az egész görbét 

„mozgassa”, hanem csak a rögzíteni kívánt pont környezetében –ahol arra valóban szükség 

van– fejtse ki hatását.  

Az M1 szorzót (29. egyenlet) úgy építettem fel, hogy matematikailag az egész 

fázisdiagram tartományban értelmezhető legyen, a rögzítendő (vég)pontban értéke 1, viszont 

a rögzített pont környezete kivételével az értéke mindenhol lényegében 0-nak tekinthető. (Ez 

esetben 0-nak tekintem azt, amely a számított hőmérséklet értékekben csak a 2., vagy még 

hátrább álló tizedes jegyben okoz változást.) A szorzóban azért szerepel abszolút értékben a 

rögzítendő ponthoz tartozó és az aktuális pontbeli móltört különbsége, mert az M1 

nevezőjének minden esetben 1-nek, vagy 1-nél nagyobbnak kell lennie, hiszen ezzel 

teljesíthető, hogy vagy a B1 értékével, vagy –ahol annak hatására nincs szükség– annál jóval 

kisebb értékkel korrigáljuk a számított függvényt. Az abszolút érték szerepe például a 

minimum ponttal rendelkező likviduszgörbék esetén, a minimum pont rögzítése esetén 

kiemelten fontos. A rögzítendő ponttól távolodva a rögzített pont és az adott pontbeli 

összetétel között egyre nagyobb a különbség, így az osztó egyre nő, tehát az M1 értéke, ezáltal 

pedig az M1* B1 értéke is csökken, a korrekciós tényező hatása gyengül. (Amennyiben az 

összetétel tömegszázalékban van megadva, akkor az összetétel különbség abszolút értéke a 

rögzítendő ponttól távolodva jelentősen növeli az addig 1, vagy 1-hez közeli nevező értékét, 

azonban a móltörtek esetén ez nem igaz, hiszen az összetétel különbségek ekkor 2 

nagyságrenddel kisebbek. Ezért szerepel egy 100-as szorzó a 29. egyenletben.) A korrekciós 
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tényező csökkenő hatását lehet még jobban erősíteni azzal, hogy az összetétel különbség 

abszolút értékét i-edik (i < 1) hatványra emelem. A minimum pont környezetének 

„szélességét”, ahol a B1 paraméter még érezteti hatását az M1 szorzóban található „i” 

kitevővel lehet szabályozni. Értelemszerűen, a magasabb kitevő (pl. i = 4…6) nagyobb 

nevező értéket, így 0-hoz hamarabb közeledő szorzót eredményez. A magasabb kitevő szűk 

tartományokban, az alacsonyabb kitevő (pl. i = 1,1…2) szélesebb összetétel mezőkben engedi 

hatni a B1 korrekciós tényezőt. 
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ahol: - I

VBX ,  a likvidusz görbe végpontjának (pl. olvadáspont) összetétele 

(móltörtben) 

- I

dBX ,  az adott pontbeli összetétel (móltörtben) 

-i fokszám, mely 1-nél nagyobb, javaslatom szerint i=1,1 ... 6, attól 

függően, hogy az adott pont milyen széles környezetében akarjuk a 

hatást érzékelni.  

Tömeg%-ban adott összetétel esetén az M1 szorzó a következőképpen néz ki: 

i
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ahol: - I

VBc ,  a likvidusz görbe végpontjának összetétele (tömeg%-ban) 

- I

dBc ,  az adott pontbeli összetétel (tömeg%-ban) 

A 4.2. ábrán az M1 szorzót, és az „i” kitevő működését mutatom be. Megfigyelhető, 

hogy i=1,1 esetén már 40-60 t%-tól megjelenik a hatás, hiszen a szorzó értéke 0-tól eltérő 

lesz, az „i” növelésével ez a tartomány szűkül, i=6 esetén még 98 t%-nál is nagyságrendileg 

0 az M1.  
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4.2. ábra. Az M1 szorzó és az „i” kitevő hatása az összetétel függvényében 

Az egyensúlyi fázisdiagramokban szereplő likvidusz görbék számítására a 

továbbiakban a 30., illetve 30.a módosított ESTPHAD egyenletet javaslom használni.  
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A 4.2.1. fejezetrészben a Cu-Ni egyensúlyi fázisdiagram példáján bemutatom, hogy 

az előbbiekben bevezetett B1, M1 paraméterekkel, illetve azok nélkül (az eredeti ESTPHAD 

egyenlettel) milyen pontossággal lehet számítani a likvidusz hőmérséklet értékeket. 

Az alábbi pontokban bemutatásra kerülő különböző típusú likvidusz görbék 

mindegyikénél egy-egy valós binér egyensúlyi fázisdiagram részlet feldolgozásával igazolom, 

hogy az adott típusnál leírtaknak megfelelő algoritmussal és peremfeltételekkel az ESTPHAD 

módszertől elvárt pontossággal elvégezhetőek a számítások. Az eredmények össze-

hasonlíthatósága és a könnyebb érthetőség, áttekinthetőség érdekében ugyanolyan 

táblázatokban és diagramokban foglalom össze az eredményeket. 

4.2. Tiszta alkotó olvadáspontjában kezdődő likvidusz görbék  

Az ESTPHAD algoritmusa alapján azonos módon kezelendő a tiszta „A” alkotó 

olvadáspontjától a tiszta „B” alkotó olvadáspontjáig tartó likvidusz görbe (4.3. ábra 1. görbe), 

a tiszta alkotó olvadáspontjából kiinduló, eutektikus pontig tartó (2. görbe), és a tiszta alkotó 

olvadáspontjában kezdődő, peritektikus hőmérsékletig húzódó likvidusz görbe is (3. görbe). 



Mende Tamás, PhD értekezés    Az ESTPHAD módszer alkalmazása különböző likvidusz és 

 szétválási görbék esetén 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 33 

Az ESTPHAD módszer számítási 

algoritmusa, illetve a levezetett ESTPHAD 

egyenlet (3. fejezet 15. és 15.a egyenlet) 

valójában az ilyen típusú likvidusz görbék, és 

ezeknek is elsősorban a tiszta alkotóhoz közeli 

tartományának feldolgozására lett kifejlesztve. 

Az alapegyenletben szereplő kezdeti értéknek 

a tiszta „A” alkotót és olvadáspontját (T0) kell 

választani. Általánosságban elmondható, hogy 

az alkalmazott polinomok fokszámának 

minimális szinten tartására kell törekedni, 

másod- és harmadfokú, bonyolultabb alakú 

görbék feldolgozásánál negyed-, indokolt 

esetben ötödfokú polinom használatát 

javaslom. 

A tiszta alkotó olvadáspontjából induló likvidusz görbék feldolgozását, mind a 

három altípus esetén az alábbi példákon mutatom be.  

4.2.1. A likvidusz görbe korlátlan oldhatóság esetén  

Azon rendszerekben, ahol a szilárd 

állapotbeli oldhatóság korlátlan, a kristályosodó 

fázis likvidusz görbéje a tiszta „A” alkotótól a 

tiszta „B” alkotóig tart, és monotonon változik 

(nő, vagy csökken az egyik színelemtől a 

másikig). Az ilyen típusú likvidusz görbék 

feldolgozását a 4.4. ábrán látható réz-nikkel 

egyensúlyi fázisdiagram [37] digitalizált 

adatainak a felhasználásával mutatom be.  

A korlátlan oldhatóság esetén az α 

szilárdoldat likvidusz görbéjének számítása 

bármely alkotó oldaláról elvégezhető. A réz, 

illetve a nikkel olvadáspontját választva kezdeti 

 

 

4.3. ábra. A tiszta alkotó olvadáspontjából 

induló likvidusz görbék, illetve a számítások 

során alkalmazott kezdeti érték (T0) 

 

4.4. ábra. Az α szilárdoldat likvidusz görbéje a 

tiszta réztől a tiszta nikkelig (Cu-Ni egyensúlyi 

fázisdiagram [37]) 
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értéknek is elvégeztem a feldolgozást, az alábbiakban összehasonlítom a 2 számítás 

eredményeit.  

A 4.1. (a) és (b) táblázatban a feldolgozott fázis és a számítás lényeges adatait 

gyűjtöttem össze. Minden számításnál ugyanilyen rendszerben foglalom össze az adatokat a 

könnyen értelmezhetőség kedvéért. A táblázat első két sorában az egyensúlyi fázisdiagram 

alkotói (Cu, Ni), illetve a kristályosodó fázis megnevezése (α szilárdoldat) található. A 

likvidusz hőmérséklet számítására ESTPHAD módszerrel kiszámított egyenlet érvényességi 

tartománya a feldolgozásban résztvevő adatok koncentráció tartományával egyezik meg, ezért 

azt is minden esetben megadom. A hőmérséklet tartomány a felhasznált adatok hőmérséklet 

értékeinek tartományát mutatják. A számítás kezdeti értékének ismerete mind a feldolgozás, 

mind pedig a számított eredmények felhasználása során elengedhetetlen, jelen esetben ez (a) a 

réz, illetve (b) a nikkel olvadáspontja. Végül pedig a számításhoz felhasznált adatok száma, 

formája (digitalizált, mért vagy számított) és a szakirodalmi forrás látható.  

A 4.2. (a) és (b) táblázat a számításaim eredményeit, az A(i) és a B1 paramétereket, az 

M1 szorzóban szereplő „i” kitevő értékét, a számításhoz felhasznált és a számított 

hőmérséklet értékek eltéréseinek elemzését mutatja. A táblázat első soraiban a 30., ill. a 30.a 

egyenlet számított A(i) együtthatói, majd a számított értékek szórását mutató R
2
, az eltérések 

közül a 3 legnagyobb, illetve az összes eltérés abszolút értékeiből számított átlagos eltérés 

szerepel. 

4.1.(a) táblázat. Alapadatok (Cu felől) 4.2.(a) táblázat. A számított adatok (Cu felől) 

Fázisdiagram alkotói Cu, Ni 

 

Az F( I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(1) -0.004675521 

Kristályosodó fázis α szilárdoldat A(2) 4,14843E-05 

Tartományok 
cNi (t%) 0 – 100 A(3) -1,64951E-07 

T (K) 1354,6 – 1730,4 B1 0,000484983 „i” 2 

Kezdeti érték T0 (K) 
Cu olvadáspont R

2
 0.9999846 

1354,6 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

2,4 

A felhasznált 

adatok  

száma (db) 21 1,6 

formája digitalizált 1,4 

forrása [37] A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,17 

   Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,8 

   
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 
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4.1.(b) táblázat. Alapadatok (Ni felől) 4.2.(b) táblázat. A számított adatok (Ni felől) 

Fázisdiagram alkotói Cu, Ni 

 

Az F( I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(1) 0,00162706 

Kristályosodó fázis α szilárdoldat A(2) -8,41123E-06 

Tartományok 
cCu (t%) 0 – 100 A(3) 1,975524E-07 

T (K) 1354,6 – 1730,4 B1 0,001278957 „i” 2 

Kezdeti érték T0 (K) 
Ni olvadáspont R

2
 0,999974 

1730,4 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

1,7 

A felhasznált 

adatok  

száma (db) 21 1,5 

formája digitalizált -1,4 

forrása [37] A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,11 

   Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,8 

  
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

A 4.5. ábrán a számításhoz felhasznált és az általam számított hőmérséklet értékek 

eltérését ábrázolom a nikkel koncentrációjának függvényében (pirossal a nikkel oldalától 

kiinduló, kékkel pedig a réz olvadáspontját kezdeti értéknek vevő számítás eredményei 

láthatóak). Elvégeztem a számításokat mindkét oldalról a B1, M1 paraméter nélkül is, tehát az 

eredeti ESTPHAD egyenletet alkalmazva. A digitalizált és a 15.a egyenlet alapján számított 

értékek eltérését is ábrázoltam ugyanitt (körrel a réz felől, háromszöggel a nikkel felőli 

számítások). Megfigyelhető, hogy a módosított, 30.a egyenlet eredményei esetén mindkét 

alkotó olvadáspontját 0 K eltéréssel tudtam számítani, a közbenső adatpontoknál viszont az 

eltérés nem romlik, nem változik. 
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4.5. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a nikkel koncentráció függvényében, a réz, 

illetve a nikkel oldaláról történő számítások esetén 

Cu Ni 
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Az eltérések ábrázolása egyébként azért is fontos lépés, mert így vizuálisan is 

meggyőződhetek a számított értékek pontosságáról, az esetleges kiugró adatokról, vagy a nem 

kellő pontossággal kiszámított likvidusz görbe szakaszokról. Az eltérések koncentráció 

függvényében történő ábrázolásának köszönhetően megfigyelhető az eltérések „hullámzása” 

az x-tengely (koncentráció) mentén, amelyet a polinomiális közelítés okoz, mértéke az 

alkalmazott fokszám függvénye. 

Amint az a 4.5. ábrán is látható, az eltérések mindkét irányból történő számítás 

esetén ±3 K-en belül szóródnak, így kijelenthető, hogy az ESTPHAD módszerrel a digitalizált 

hőmérséklet értékekhez viszonyítva bőven 1% alatti eltéréssel számítható az α szilárdoldat 

likvidusz hőmérséklete.  

Az ESTPHAD módszer számításának eredményeként kapott A(i) együtthatókat a 

4.2. (a) és (b) táblázatban foglaltam össze, a 4.6.(a) ábrán pedig a digitalizált és a számított 

likvidusz görbét hasonlítom össze. A 4.6.(a) ábrán szerepel mind a két színelem felől 

elvégzett számítással kapott likvidusz görbe, melyek láthatóan fedésben vannak egymással. 

Az eredmények pontossága szempontjából korlátlan olvadék és szilárd állapotbeli oldhatóság 

esetén bármely alkotót lehet alkalmazni kezdeti értékként az ESTPHAD számításban. 

Ábrázoltam a B1 paraméter nélküli számítások eredményeként kapott likvidusz görbéket is 

(15.a), valamint a 4.6.(b) ábrán kinagyítottam a Ni olvadáspontjához közeli tartományt, és a 

réz oldaláról történő számításokat ábrázoltam. Látható, hogy az eredeti (15.a) ESTPHAD 

egyenlet esetén a nikkel olvadáspontja, illetve az ahhoz közeli tartomány nem megfelelően, 

míg a módosított egyenletet (30.a) alkalmazva nagy pontossággal számítható.  
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4.6. ábra.(a) Az α szilárdoldat kristályosodásának digitalizált és (15.a, ill. 30.a egyenlet alapján) 

számított likvidusz görbéje, a réz, illetve a nikkel oldaláról történő számítások esetén  

Olvadék + α 

Olvadék 

Cu Ni 
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4.6. ábra.(b) Az α szilárdoldat kristályosodásának 15.a, illetve 30.a egyenlettel, a réz oldaláról számított 

likvidusz görbéje a nikkel olvadáspontjához közeli tartományban. 

Megállapításaim: 

 Korlátlan oldhatóság esetén a likvidusz görbe számítása az ESTPHAD 

módszerrel bármely alkotó irányából elvégezhető, bármely alkotó 

olvadáspontja vehető kezdeti értéknek. 

 A módosított ESTPHAD egyenlettel (30., ill. 30.a egyenlet) a likvidusz görbe 

mindkét végpontjának hőmérséklete (jelen esetben ez a két alkotó 

olvadáspontja) 0 K eltéréssel számítható.  

4.2.2. A likvidusz görbe az „A” alkotótól egy eutektikus hőmérsékletig tart  

Az olyan rendszerekben, melyekben a szilárd állapotbeli oldhatóság korlátozott, ott 

egy bizonyos hőmérsékleten a szilárdoldatok primer kristályosodása után ún. eutektikum fog 

kristályosodni, mely eutektikumban az „A” alkotóban gazdag α és a „B”-ben gazdag β fázis 

meghatározott rendben, sűrűn váltakozva követi egymást (például α mátrixba ágyazódott β  

lemezkék).  

Az ilyen típusú likvidusz görbék bemutatására az Al-Cu egyensúlyi fázisdiagramot 

hozom példának. (A felhasznált adatokat itt is digitalizálással állítottam elő.) A 4.7. ábrán 

látható egyensúlyi fázisdiagram [38], amelynél az összetétel az előzőtől eltérően nem 

tömeg%-ban van megadva, hanem móltörtben. Az ESTPHAD módszert azonban (amint azt a 

korábbi fejezetben is leírtam) akár móltörtben, akár tömeg%-ban megadott összetételek esetén 

hasonlóképpen lehet alkalmazni. 

Ni 
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A tiszta alumíniumhoz közeli ötvözetek esetén a 

likvidusz és a szolidusz görbe közötti hőmérséklet-

közben történik a megszilárdulás. A diagramban van 

azonban egy összetétel, amely az alumínium szilárdoldat 

maximális réz oldó képességét mutatja (a 4.7. ábrán ez a 

„B” pont). Alumínium szilárdoldat az „A” és „C” pontok 

közötti összetételeknél kristályosodik, de amennyiben az 

ötvözetünkben a már említett „B” pontnál nagyobb a réz 

koncentrációja, akkor –egyensúlyi állapotokat 

felételezve– nem tud az egész rendszer alumínium 

szilárdoldatként megszilárdulni. A likvidusz görbe 

számításánál az Al olvadáspontját („A” pont), valamint 

az eutektikus hőmérsékletet („C” pont) lehet számolni 0 

K eltéréssel. Az eutektikus „C” pontot a B1 paraméterrel 

rögzítem. 

4.3. táblázat. Alapadatok 4.4. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói Al, Cu 

 

Az F(X
I
B) függvény 

számított együtthatói 

A(1) 0,6777930 

Kristályosodó fázis (Al) szilárdoldat A(2) -0,647700844 

Tartományok 
XCu 0 – 0,17547 A(3) 7,28278276 

T (K) 933,0 – 819,5 B1 0,000204459 „i” 2 

Kezdeti érték T0 (K) 
Al olvadáspont R

2
 0,9998825 

933,0 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

0,9 

A felhasznált 

adatok  

száma (db) 13 -0,6 

formája digitalizált -0,4 

forrása [38] A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,10 

   Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,3 

  
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

Az Al-Cu egyensúlyi fázisdiagramban kristályosodó alumínium szilárdoldat 

likvidusz hőmérsékletének ESTPHAD módszerrel számított eredményeit a 4.4. táblázat 

tartalmazza, a digitalizált és a számított hőmérséklet értékek közötti eltéréseket pedig a 4.8. 

ábra mutatja. Harmadfokú polinom alkalmazásával az eltérésék ±1 K-en belül vannak, a 

digitalizált hőmérséklet értékéhez viszonyítva ez maximum 0,1%-os számítási hiba, amely 

bőven az általunk elfogadhatónak tartott hibahatáron belül van. 

 

4.7. ábra. Az Al-Cu egyensúlyi fázisdiagram 

(részlet), az alumínium szilárdoldat (Al) 

likvidusz görbéje a tiszta Al-tól az 

eutektikus hőmérsékletig. [38] 
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4.8. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a réz tartalom függvényében 

Az ESTPHAD módszerrel kiszámított likvidusz görbét a felhasznált adatokat is 

feltüntetve a 4.9. ábrán mutatom be. 
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4.9. ábra. Az alumínium szilárdoldat kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje  

Megállapításaim: 

 A módosított ESTPHAD egyenlettel (30.) a tiszta alkotó olvadáspontjától 

eutektikus hőmérsékletig tartó likvidusz görbe számítását megfelelő 

pontossággal lehet elvégezni.  

 A 4.1. fejezetrészben bemutatott B1, M1 paraméterekkel a likvidusz görbe 

végpontjánál lévő eutektikus hőmérséklet 0 K eltéréssel számítható.  

Olvadék (Al) + Olvadék 

Al 

Al 
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4.2.3. A likvidusz görbe az „A” alkotótól peritektikus hőmérsékletig tart 

A 4.10. ábrán látható részlet a réz-ón 

egyensúlyi fázisdiagramban [39] a réz alapú α 

szilárdoldat likvidusz-szolidusz görbepárját 

ábrázolja, valamint a 799 °C-os peritektikus 

hőmérsékletet. A primer α szilárdoldat 

olvadékból való kristályosodása a réz 

olvadáspontjából (1084,5 °C) kiinduló likvidusz 

görbe szerint történik. A réz ón oldó képessége 

a hőmérséklet csökkenésével a szolidusz 

görbének megfelelő mértékben nő. Azon 

ötvözetekben, melyekben 13,5 %-nál kisebb az 

ón mennyisége, az olvadék fázis egésze α 

szilárdoldat formájában dermed meg. 13,5 % és 

25,5 % közötti ón tartalmú ötvözet esetén a 

primer α szilárdoldat kristályosodása 799°C-on 

véget ér, és a még jelen lévő olvadék a már 

kristályosodott α szilárdoldat fázissal közösen 

peritektikus folyamatban átalakul β-

szilárdoldattá.  

A peritektikus folyamat egy adott hőmérsékleten megy végbe, hiszen amint az a 

4.10. ábrán is látható, 799°C-on a 13,5 és 25,5 % ón tartalom közötti ötvözetekben 3 fázis van 

jelen, az olvadék, az α szilárdoldat, illetve a peritektikus folyamatban képződő β szilárdoldat.  

Az α szilárdoldat kristályosodásának likvidusz görbéje tehát a réz olvadáspontjától 

(1084,5 °C) a 799 °C-os peritektikus hőmérsékletig tart. Az ESTPHAD módszer számítási 

algoritmusa szempontjából az ilyen típusú likvidusz görbék az előzőekhez hasonlóan 

kezelendőek, kezdeti értéknek a réz olvadáspontját választom, a likvidusz görbe 

végpontjaként pedig a peritektikus hőmérsékletét rögzítem a B1, M1 paraméterrel. 

Az ESTPHAD algoritmussal feldolgozott Cu-Sn egyensúlyi fázisdiagramban 

szereplő réz alapú α szilárdoldat likvidusz görbéjének alapadatait a 4.5. táblázat tartalmazza. 

 

 

 

4.10. ábra. A réz alapú α szilárdoldat 

likvidusz görbéje a tiszta réztől a 

peritektikus hőmérsékletig (Cu-Sn 

egyensúlyi fázisdiagram, részlet [39]) 
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4.5. táblázat. Alapadatok 4.6. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói Cu, Sn 

 

Az F( I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(1) 0,0054783306 

Kristályosodó fázis (Cu) szilárdoldat A(2) -7,8663E-05 

Tartományok 
cSn (t%) 0 – 25,570 A(3) 1,062633E-05 

T (K) 1357,6 – 1071,5 B1 0,000682163 „i” 2 

Kezdeti érték T0 (K) 
Cu olvadáspont R

2
 0,99997457 

1357,6 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

-1,7 

A felhasznált 

adatok  

száma (db) 22 1,5 

formája digitalizált -1,3 

forrása [39] A legnagyobb %-os eltérés (%) -0,14 

   Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,7 

  
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

A számításokat ±2 K-nél kisebb eltéréssel tudtam elvégezni, az eredményként kapott 

együtthatók, illetve az eltérésekkel kapcsolatos fontosabb információk a 4.6. táblázatban 

szerepelnek. Az irodalomból származó, digitalizált és az általam számított likvidusz 

hőmérséklet értékek eltérése az ón koncentráció függvényében a 4.11. ábrán láthatóak.  
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4.11. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése az ón koncentráció függvényében 

A 4.12. ábrán látható a réz szilárdoldat irodalomból felhasznált, illetve az ESTPHAD 

módosított egyenletével (30.a) kiszámított likvidusz görbéje. Piros, illetve zöld ponttal 

jelöltem a réz számított olvadáspontját, illetve a számított peritektikus hőmérsékletet. 

Cu 
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4.12. ábra. A réz szilárdoldat kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje  

Megállapításaim: 

 A módosított ESTPHAD egyenlettel (30.a) a tiszta alkotó olvadáspontjától 

peritektikus hőmérsékletig tartó likvidusz görbe számítását megfelelő 

pontossággal lehet elvégezni.  

 A 4.1. fejezetrészben bemutatott B1, M1 paraméterekkel a likvidusz görbe 

végpontjánál lévő peritektikus hőmérséklet 0 K eltéréssel számítható.  

4.3. A likvidusz görbének minimum vagy maximum pontja van 

Fontosnak tartom leszögezni, hogy a 

szakirodalomban fémes vagy keramikus 

rendszerek esetén nem találtam olyan 

gyakorlati binér rendszert, melyben a 

likvidusz hőmérsékletnek maximum pontja 

van, így ezzel a típusú egyensúlyi 

fázisdiagrammal nem foglalkozom, pusztán 

mint elvi lehetőségként említettem meg (4.13. 

ábra).  

A 4.1. fejezetben a korlátlan olvadék- 

és szilárdállapotbeli oldhatóság esetén 

Olvadék (Cu) + Olvadék 

Cu 

 

4.13. ábra. Maximum ponttal rendelkező likvidusz 

görbe elvi ábrája, A-B egyensúlyi fázisdiagram 
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bemutatott likvidusz görbéhez hasonló jellegű görbével foglalkozom a következőkben. A 

minimum ponttal rendelkező likvidusz görbéknél két alcsoportot különböztethetünk meg: 

1) Tiszta „A” alkotó olvadáspontjában kezdődik, és tiszta „B” alkotó 

olvadáspontjáig tart. (pl. Fe-Cr fázisdiagram [40], 4.14. ábra). 

2) Valamely tiszta alkotó olvadáspontjában kezdődik, és egy közbenső 

fázisátalakulásig, például peritektikus hőmérsékletig tart. Olvadék állapotban 

korlátlan, szilárd állapotban korlátozott az oldhatóság (pl. Mn-Ni 

fázisdiagram [41], 4.15. ábra).  

 

4.14. ábra. Tiszta alkotó olvadáspontjától tiszta alkotó olvadáspontjáig tartó likvidusz görbe, melynek 

c(Cr)m összetételnél minimum pontja van (Fe-Cr egyensúlyi fázisdiagram [40]) 

 

4.15. ábra. Tiszta alkotó olvadáspontjától (Ni) peritektikus hőmérsékletig tartó likvidusz görbe, melynek 

X(Ni)m összetételnél minimum pontja van (Mn-Ni számított egyensúlyi fázisdiagram [41]) 
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A 4.1. fejezetben bemutatott likvidusz görbéktől valójában egy jelentős eltérés 

mutatkozik, melyre figyelmet kell fordítani a megfelelő algoritmus kidolgozása során. A 

görbének van ugyanis egy minimum pontja, amelyen nem csak megindul, hanem a tiszta 

alkotók összetételéhez hasonlóan be is fejeződik a kristályosodás, ezen hőmérsékleten és 

összetételen a likvidusz és szolidusz görbék találkoznak.  

Ezt a pontot ugyanúgy kezelem, mint a tiszta alkotók olvadáspontját, vagy az 

eutektikus, illetve peritektikus hőmérsékletet, az ESTPHAD módszerrel a likvidusz görbe 

minimum pontját is 0 K eltéréssel kell tudni számítani. Ennek érdekében a likvidusz görbe 

végpontjához (olvadáspont, eutektikus, peritektikus hőmérséklet) hasonlóan a minimum 

pontot is a 4.1. fejezetrészben bemutatott módon, B2 paraméterrel és a hozzá rendelt M2 

szorzóval rögzítem. A 30. (30.a) egyenlet minimum ponttal rendelkező likvidusz görbék 

esetén a következőképpen módosul: 
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A B1 és B2 paramétereket egymástól függetlenül, külön határozom meg, mindkettőt a 

4.2. fejezetrészben leírt módon. A minimum pont rögzítésére szolgáló B2 paraméter 

számításakor a 27. egyenletben B1 helyett B2, a 29. egyenletben pedig 
I

VBX ,  helyett I

BX min,  

szerepel.  

A Fe-Cr rendszer minimumos likvidusz görbéjének számítása 

A 4.14. ábrán látható Fe-Cr egyensúlyi fázisdiagram tiszta alkotó olvadáspontjától 

tiszta alkotó olvadáspontjáig tartó, minimum ponttal rendelkező likvidusz görbét tartalmaz. 

Az előbbiekben levezetett módosított ESTPHAD egyenlet (33.a) alkalmasságát ezen rendszer 

példáján keresztül mutatom be. 

A 4.7. táblázatban a fontosabb adatokat gyűjtöttem össze. A számításokat ±6 K-nél 

kisebb eltéréssel tudtam elvégezni, az eredményként kapott együtthatók, a módosított 

ESTPHAD egyenletben szereplő B1, B2 paraméter, az „i” kitevő, az R
2
 értéke és az 

eltérésekkel kapcsolatos fontosabb információk a 4.8. táblázatban szerepelnek.  
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4.7. táblázat. Alapadatok 4.8. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói Fe, Cr 

 

Az F( I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(1) 0.001710453477 

Kristályosodó fázis α szilárdoldat A(2) -2,5961157E-05 

Tartományok 
cCr (t%) 0 – 100 A(3) -2.127375E-06 

T (K) 1783 – 2180 A(4) 3.7045037E-08 

Kezdeti érték T0 (K) 
Fe olvadáspont A(5) -1.660273E-10 

1811 B1 0.0014387078 „i” 2 

Minimum pont 
cCr (t%) 15,980 B2 0,002445085 „i” 2 

T (K) 1783 R
2
 0.999827324 

Felhasznált 

adatok  

száma (db) 51 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

5,5 

formája digitalizált -4,6 

forrása [40] 4,0 

  A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,25 

 Átlagos eltérés 
*
 (K) 2,2 

   
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

Elvégeztem a számításokat az általam bevezetett paraméterek nélkül, tehát az eredeti 

(15.a) egyenletet alkalmazva is. A digitalizált és az így számított értékek közötti eltérések a 

4.16.(a) ábrán láthatóak. Megfigyelhető, hogy a számított minimum pont, és a króm számított 

olvadáspontja is tartalmaz számítási hibát, sőt, az egész adatsor legnagyobb eltérése a króm 

olvadáspontjának számításában tapasztalható. A többi hőmérséklet érték számítása azonos 

pontossággal történik mindkét egyenlet felhasználása mellett. 
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4.16. (a) ábra. A digitalizált és a 15.a egyenlettel számított hőmérséklet eltérése a króm koncentráció 

függvényében 

Fe Cr 
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A felhasznált és a módosított egyenlettel (31.a) általam számított likvidusz 

hőmérséklet értékek eltérése a 4.16.(b) ábrán látható. Külön színekkel jelöltem a két alkotó 

olvadáspontjánál, illetve a likvidusz görbe minimum pontjánál tapasztalható eltérést (ezen 

nevezetes pontoknál 0 K-től való eltérés csak a 3., 4. tizedes jegyben lép fel, i=2 esetén.) 
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4.16. (b) ábra. A digitalizált és a módosított (33.a) egyenlettel számított hőmérséklet eltérése a króm 

koncentráció függvényében 

A 4.17. ábrán az α szilárdoldat irodalmi, illetve a módosított ESTPHAD egyenlettel 

számított minimumos likvidusz görbéje látható. A likvidusz görbe három nevezetes pontjának 

számított értékét külön színekkel jelöltem. 

1700

1800

1900

2000

2100

2200

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

cCr (t%)

T
 (

K
)

Digitalizált adatok

Számított adatok

Számított Fe olvadáspont

Számított minimumpont

Számított Cr olvadáspont

 

4.17. ábra. Az α szilárdoldat kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje  
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Megállapításaim: 

 A két nevezetes pont rögzítésére alkalmas, módosított ESTPHAD egyenlettel 

(31.a) a minimum ponttal rendelkező likvidusz görbe számítását megfelelő 

pontossággal lehet elvégezni.  

 A 4.1. fejezetrészben bemutatott B1, M1, paraméterekkel azonos elven 

bevezetett B2, M2, paraméterekkel a likvidusz görbe minimum pontjának 

hőmérséklete 0 K eltéréssel számítható.  

4.4. Nyílt maximummal képződő vegyület likvidusz görbéje 

Amint azt disszertációm előbbi fejezetrészeiben is megállapítottam, az ESTPHAD 

módszer a tiszta alkotó olvadáspontjából kiinduló likvidusz görbék esetében megfelel az 

algoritmus kidolgozása során megfogalmazott céloknak (pontosság, egyszerűség, könnyen 

kezelhetőség). Léteznek azonban a fent említettnél bonyolultabb likvidusz görbék is. 

Kutatómunkám teljessége érdekében fontosnak tartok kitérni ezen rendszerek megoldására is, 

ezúttal a nyílt maximummal kristályosodó vegyületek feldolgozásával foglalkozom.  

Az ESTPHAD módszer szempontjából egyszerűvé teszi a feldolgozást, ha a 

likvidusz görbék a tiszta alkotó olvadáspontjában kezdődnek, hiszen ekkor értelemszerűen 

adott a kezdeti érték (a tiszta alkotó olvadáspontja), illetve a kiszámítandó likvidusz görbe 

tartománya. Azonban a nyílt maximummal kristályosodó vegyületek feldolgozásánál ez nem 

ilyen magától értetődő, így fontos kérdés az egyenletben használt kezdeti érték megfelelő 

definiálása. Azon fázisdiagramokban, ahol vegyület kristályosodik nyílt maximummal, a 

vegyület sztöchiometriai összetételénél a rendszer ugyanúgy viselkedik, mint a tiszta alkotó, a 

kristályosodása egy adott hőmérsékleten történik. A számításban szereplő kezdeti értéknek 

ezért az ilyen esetekben az adott vegyület olvadáspontját (TV) kell tekintenem.  

VTT 0  (32) 

Fontos kiemelni, hogy az ESTPHAD egyenletben szereplő F( I

Bc ) függvény a 

koncentrációk megfelelő hatványainak szorzata. Tiszta alkotó olvadáspontjából induló 

likvidusz görbe esetén a tiszta alkotó olvadáspontjának (TA) számítása 0 K eltéréssel 

lehetséges, hiszen a tiszta alkotó esetén 0I

Bc , így pedig a 30.a egyenletben szereplő )( I

BcF  

függvény értéke is 0 (hiszen A(0) konstans nem szerepel a polinomban), ami a AL TT   
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egyenlőséget eredményezi 0 % B alkotó esetén. Nyílt maximummal kristályosodó vegyület 

esetén értelemszerűen a vegyület olvadáspontjának 0 K eltéréssel történő kiszámítására kell 

törekedni. Ha a 3. fejezetben bemutatott ESTPHAD egyenletet nézzük, látható, hogy a 

vegyület összetételénél V

B

I

B cc   (ahol V

Bc  a vegyület sztöchiometriai összetétele) érték 

szerepelne a számításban. Ezáltal az 0)( V

BcF  egyenlőséget a számított A(i) együtthatóknak 

kellene biztosítania (az eddigi esetekben ezt a 0I

Bc  biztosította az olvadáspontban). A 

számított paraméterek azonban csak valamekkora közelítéssel tudják elérni a 0 értéket, ezáltal 

pedig biztosan nem adja vissza az egyenlet pontosan a vegyület olvadáspontját. 

A megoldás az, ha a vegyület összetételét veszem kvázi 0 koncentrációnak, 

úgynevezett „kezdeti koncentrációnak”, amelyet a függvényben szereplő I

Bc  érték 

következőképpen történő definiálásával érek el: 

I

B

I

dB

I

B ccc 0,,   (33) 

ahol: I

dBc ,   az olvadék fázis adott pontbeli (feldolgozásnál a digitalizálással 

meghatározott, a számított egyenlet alkalmazásánál a 

felhasználó által beírt) koncentrációja,  

 V

I

B cc 0,   a kezdeti koncentráció érték, jelen esetben azonosan egyenlő a 

vegyület sztöchiometriai összetételével. 

Így I

Bc  a vegyület sztöchiometriai összetételénél 0, ezáltal az )( I

BcF  függvény értéke 

is 0, az ESTPHAD egyenlet alapján pedig V

V

BL TcT )( . Ez a formula egyébként alkalmas 

akár a tiszta alkotó olvadáspontjában kezdődő likvidusz görbe feldolgozására is, hiszen ekkor 

00, I

Bc , így lényegében nem történik semmilyen matematikai művelet a koncentráció 

értékével, 0,  I

dB

I

B cc , azaz mintha a „
I

Bc 0, ” ott sem lenne, minden pontban a valódi 

koncentráció értékkel kell számolni. A „kezdeti koncentráció” fogalma és értéke, illetve a 33. 

egyenlet szerinti összetétel számítás általánosan alkalmazható. (Természetesen móltört 

függvényében felírt rendszerek esetén a kezdeti összetétel 
I

BX 0, , az összefüggés pedig a 33.a 

egyenlet formájában használható.) 

I

B

I

dB

I

B XXX 0,,   (33.a) 
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További megoldandó problémaként merült fel annak a kérdésnek az eldöntése, hogy 

a likvidusz görbe leírása egy „egész”, vagy két „fél” függvénnyel történjen. A vegyület 

sztöchiometriai összetétele ugyanis két részre osztja a likvidusz görbét, tőle balra, illetve 

jobbra is találunk egy-egy kétfázisú vegyület-olvadék területet.  

A 4.1., illetve a 4.3. fejezetrészekben bemutattam, hogy plusz paraméterek 

bevezetésével hogyan lehet biztosítani a likvidusz görbe végpontjának, illetve közbenső 

minimum pontjának 0 K eltéréssel történő számítását. Nyílt maximummal kristályosodó 

vegyület esetében, amennyiben a vegyület olvadáspontjánál kettébontva kezelem a likvidusz 

görbét, akkor egy-egy végpontot (30., 30.a egyenlet), amennyiben viszont egyben szeretném 

leírni a vegyület likvidusz görbéjét, akkor két végpontot kell nagy pontossággal számítani. Ezt 

úgy tudom megtenni, ha a 31., ill. 31.a egyenletet alkalmazom oly módon, hogy a B1, M1, B2, 

M2 paraméterekkel a likvidusz görbe két végpontját rögzítem. 

Tekintsük példaként a 4.18. ábrán 

szereplő nyílt maximummal kristályosodó 

vegyületet. Az AxBy vegyület cE,1 és cE,2 

összetételek között kristályosodik primeren az 

olvadékból. Az ábrán berajzoltam egy cB,1 és 

egy cB,2 összetételt, cB,1 a vegyület 

sztöchiometriai összetételénél kevesebb, cB,2 

pedig a nagyobb „B” koncentrációt jelöli. 

Mindkettő esetben vegyület szilárdoldat fog 

kristályosodni az adott likvidusz 

hőmérsékletet elérve, azonban további hűlést 

követően a cB,1 összetétel esetén a TE,1 

hőmérsékleten még jelenlévő olvadék (α+V) 

eutektikum formájában szilárdul meg, cB,2 

összetétel esetén pedig TE,2 hőmérsékleten, 

(V+β) eutektikum kristályosodik.  

A nyílt maximummal kristályosodó vegyületet tartalmazó rendszerek számára 

megfelelő ESTPHAD algoritmust keresve tehát el kell dönteni, hogy ezt a kétféle 

kristályosodási folyamatot az összetétel szerint megbontva, egymástól külön kell kezelni (két 

„külön” függvénnyel), avagy egyben (egy „közös” függvénnyel számolva).  

 

4.18. ábra. Nyílt maximummal 

kristályosodó vegyület likvidusz 

görbéjének elvi ábrája  
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A döntéshez vezető út első lépéseként lefektettem egy egyszerű szempont-rendszert, 

amelyet követve eljuthatok a megfelelő megoldáshoz: 

 A kiválasztott módszernek termodinamikailag megfelelőnek kell lennie. 

 Az adott függvény(eke)t felhasználva a számítás eredménye az 

ESTPHAD módszertől elvárt pontosságot adja. Ezt a pontosságot a 

digitalizált (mért, számított…) hőmérséklethez viszonyítva ±1 % 

eltérésben fogalmaztam meg (az oxid-rendszerekben szerzett eddigi 

tapasztalataim alapján binér oxid-rendszerekben ±10 K eltérés az 

elfogadható). 

 A kiszámított függvények későbbi felhasználásának egyszerűsége 

kedvéért, szintén irányelvként tűztem ki a későbbi számításokhoz 

szükségszerűen tárolt koefficiensek, egyéb paraméterek számának 

minimalizálását. 

A 4.19. ábrán látható a nyílt 

maximummal kristályosodó vegyületek 

fázisdiagram részletének szabadentalpia 

függvények által történő megszerkesztése. Ezen 

ábra alapján kijelenthető, hogy termodinamikailag 

helyes a nyílt maximummal kristályosodó 

vegyületek likvidusz görbéjét egy függvénnyel 

leírni, hiszen mivel a vegyület olvadáspontjától 

kisebb és nagyobb koncentráció tartományokban 

is ugyanaz a vegyület kristályosodik, ugyanaz a 

szabadentalpia görbe érvényes. 

A másik két kritérium szempontjából is 

meg kell azonban vizsgálni a lehetőségeket, így 

összehasonlító elemzést végeztem annak 

érdekében, hogy a továbbiakban a nyílt 

maximummal kristályosodó vegyületeket 

tartalmazó fázisdiagramoknál alkalmazandó 

ESTPHAD algoritmusban mely elv szerint 

történjen az ilyen likvidusz görbe feldolgozása.  

 
4.19. ábra. Nyílt maximummal kristályosodó 

vegyület likvidusz és szolidusz görbéjének 

szerkesztése szabadentalpia függvények 

segítségével 
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Nyílt maximummal kristályosodó vegyület látható a 4.20. ábrán lévő SiO2–CaO 

fázisdiagram részletben [42] (α-CaSiO3 vegyület).  

 

4.20. ábra. Nyílt maximummal kristályosodó vegyület (α-CaSiO3) a SiO2-CaO fázisdiagramban (részlet) 

[42] 

A vizsgálatok során a likvidusz görbét egészben és külön-külön is kezeltem, a 

különálló görbék felosztása a tiszta vegyület olvadáspontjához (cV ~48,6 t% CaO, TV ~1810 

K) igazodva az alábbiak szerint történt: 

 48,6 t%-nál kisebb CaO koncentráció (a megszilárdulás (Tridymite + α-

CaSiO3 ) eutektikum formájában fejeződik be)  

 48,6 t%-ot meghaladó CaO koncentráció ((α-CaSiO3 + Ca3Si2O7) eutektikum 

kristályosodik a primer kristályosodást követően) 

A számításokban kezdeti értéknek –a korábban lefektetett és elfogadott elveknek 

megfelelően– a tiszta α-CaSiO3 vegyület olvadáspontját, és összetételét (azaz a likvidusz 

görbe maximum pontját) vettem. A számításokban az )(),( I

B

I

B cFXF  függvény a négyzetes 

tagtól kezdődik annak érdekében, hogy a maximumnál a görbe meredeksége 0 legyen. 

Az ESTPHAD módszer szempontjából elsődleges elvárás a számítások pontossága, 

de a rögzítendő, tárolandó adatok mennyiségének minimalizálására is törekedni kell. 

Rögzítendő adatnak minősül minden olyan információ, érték, amely nélkülözhetetlen az adott 

fázis likvidusz hőmérsékletének számításához, úgymint a kezdeti érték, a hőmérséklet és 

koncentráció érvényességi tartománya, és a kiszámított függvények A(i) együtthatói is. 
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Értelemszerűen magasabb fokszám több együtthatót, több adatot eredményez, így ennek 

szellemében is elvárás a –pontossági előírásnak még megfelelő– alacsony fokszám 

alkalmazása. A számításokat különböző fokszámú (3-5.fok) polinomokkal is elvégeztem 

mind a „külön” likvidusz görbék leírásánál, mind pedig a „közös” likvidusz görbe esetében, 

így meg lehet állapítani, hogy az adott pontosság mellett mely eljárással lehet kevesebb 

adattal kiszámítani a likvidusz hőmérsékletet.  

4.4.1. A továbbiakban alkalmazandó polinom típus megválasztása 

A 4.9. táblázatban gyűjtöttem össze a „közös” és a „külön” likvidusz görbék (először 

a vegyülettől balra, majd a jobbra eső tartomány) fontosabb adatait. Az előző fejezetrészekhez 

képest újdonságként szerepel a táblázatban a „cCaO,0” érték, amely az előbbiekben bemutatott 

kezdeti koncentráció érték, az α-CaSiO3 vegyület sztöchiometriai összetétele.  

4.9. táblázat. A három különböző számítás alapadatai 

 „közös” (1+2) „külön-bal” (1) „külön-jobb” (2) 

Fázisdiagram alkotói SiO2, CaO 

Kristályosodó fázis: α-CaSiO3 

Tartományok 
cCaO (t%) 36,401 – 55,336 36,401 – 48,590  48,590 – 55,336 

T (K) 1702,0 – 1810,6 1702,0 – 1810,6 1810,6 – 1723,8 

Kezdeti értékek 

α-CaSiO3 olvadáspont 

cCaO,0 (t%) 48,590 

T0 (K) 1810,6 

Felhasznált 

adatok 

száma (db) 23 13 11 

formája digitalizált 

forrása [42] 

A számított polinomok együtthatói a 4.10. táblázatban szerepelnek. A 4.21. ábrán a 

„közös” függvénnyel, a 4.22. ábrán pedig a bal és jobb oldali likvidusz görbe szakaszt 

„külön” polinomokkal számított esetben ábrázoltam a digitalizált és a számított hőmérséklet 

értékek eltérését. Mindkét ábrán bejelöltem a vegyület (cV) mellett a cE,1, ill. cE,2 eutektikus 

összetételeket, melyek hőmérsékletét (TV, TE,1, ill. TE,2) 0 K eltéréssel kell számolni.  

A 4.11., 4.12., 4.13. táblázatokban a digitalizált és a számított hőmérséklet értékek 

közötti 3 legnagyobb eltérés, az átlagos eltérés, a digitalizált hőmérséklet értékhez 

viszonyított legnagyobb %-os eltérés, valamint az R
2
 értéke látható a különböző számítások 

esetén. 



Mende Tamás, PhD értekezés    Az ESTPHAD módszer alkalmazása különböző likvidusz és 

 szétválási görbék esetén 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 53 

4.10. táblázat.  

A különböző fokszámú „közös”, „külön-bal”, ill. „külön-jobb” függvények számított együtthatói 

Fok-

szám 

Az F( I

Bc ) függvény számított együtthatói 

B1           „i” B2           „i” A(2) A(3) A(4) A(5) 

„k
ö

zö
s”

 3. 0,010497748 3 0,001385547 3 0,0008205 3,78776E-05 - - 

4. 0,001933149 2 -0,00129172 3 0,00071161 4,901443E-05 2,0346E-06 - 

5. -0,00074813 2 0,000160934 2 0,000818476 5,5316E-05 -5,5864E-07 -2,0612E-07 

„k
ü

lö
n

-

b
al

” 
 3. 0,00282749 3 - - 0,000514 8,5355E-06 - - 

4. 0,001487001 2 - - 0,0006601 4,11735E-05 1,7581E-06 - 

5. 0,002065332 2 - - 0,0007976 9,3857E-05 8,12417E-06 2,45746E-07 

„k
ü

lö
n

-

jo
b

b
” 

 3. - - 0,00110366 3 0,001131905 -7,36511E-06 - - 

4. - - 9,36438E-06 2 0,002013057 -0,000346 3,13644E-05 - 

5. - - 0,00011734 2 0,00227279 -0,00051897 6,7709E-05 -2,4405E-06 

A 4.21. és 4.22. ábrán azonos skálán látható a digitalizált és a számított 

hőmérsékletek eltérése annak érdekében, hogy összehasonlíthatóak legyenek a két ábrán a két 

különböző számítási mód eredményei. 
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4.21. ábra. A digitalizált és a számított likvidusz hőmérséklet eltérése a CaO koncentráció függvényében, 

különböző fokszámú „közös” polinomok esetén. („cV” a vegyület sztöchiometriai összetétele, „cE,1” a 

vegyülettől balra eső, „cE,2” a jobbra eső eutektikus összetétel.) (A pontokat csak a jobb követhetőség miatt 

kötöttem össze.)  
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4.22. ábra. A digitalizált és a számított likvidusz hőmérséklet eltérése a CaO koncentráció függvényében, 

különböző fokszámú „külön” polinomok esetén (mindkét oldal ábrázolva van) 

4.11. táblázat. Statisztikai adatok különböző fokszámú „közös” polinomok alkalmazása esetén 

Polinom 

fokszáma 

„Közös” polinom 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 
Átlagos 

eltérés* (K) 

Legnagyobb eltérés 

%-ban (%) 
R

2
 

3. fok 10,2 8,5 7,4 3,5 0,58 0,992014 

4. fok -5,8 -5,1 -4,8 1,6 -0,32 0,998098 

5. fok -4,3 -3,8 -2,8 1,5 -0,24 0,998775 

*Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

 
  

 

4.12. táblázat. Statisztikai adatok különböző fokszámú „külön” polinomok alkalmazása esetén (a vegyület 

olvadáspontjától balra eső tartomány) 

Polinom 

fokszáma 

Külön polinom, bal oldal 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 
Átlagos 

eltérés* (K) 

Legnagyobb eltérés 

%-ban (%) 
R

2
 

3. fok 3,5 1,6 -1,5 1,0 0,20 0,999773 

4. fok 2,4 0,8 0,7 0,4 0,14 0,999960 

5. fok 2,9 1,3 1,1 0,5 0,17 0,999983 

*Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

 
   

4.13. táblázat. Statisztikai adatok különböző fokszámú „külön” polinomok alkalmazása esetén (a vegyület 

olvadáspontjától jobbra eső tartomány) 

Polinom 

fokszáma 

külön polinom, jobb oldal 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 
Átlagos 

eltérés* (K) 

Legnagyobb eltérés 

%-ban (%) 
R

2
 

3. fok 2,7 -2,7 2,7 1,3 0,16 0,999105 

4. fok 0,8 -0,7 -0,7 0,3 0,04 0,999913 

5. fok -0,7 0,6 -0,6 0,4 -0,04 0,999924 

*Az összes eltérés abszolút értékéből számítva.    
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A statisztikai adatok –4.11., 4.12., 4.13. táblázat–, valamint a 4.21. és 4.22. ábra 

alapján megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszertől elvárt (kétalkotós oxid-rendszerek 

esetére elfogadott ±10 K) pontosságot 4. fokú ”közös” polinommal (2., 3. és 4. fokú tag 

szerepel az egyenletben) teljesíteni lehet (legnagyobb eltérés: -5,8 K). A likvidusz görbe bal 

és jobb oldalának számítása során a 3. fokú „külön” polinomok (2. és 3. fokú tagok) is 

megfelelő eredményt adnak (3,5 K, ill. 2,7 K-es eltérés). A „közös” függvényben B1, M1, B2, 

M2, a „külön-bal” polinom esetében B1, M1, a „külön-jobb” függvényben pedig B2, M2 

paraméterekkel biztosítottam a TE,1 (B1, M1), illetve a TE,2 (B2,M2) eutektikus hőmérsékletek 0 

K eltéréssel történő számítását. 

Miután elvégeztem a számításokat mind a vegyület likvidusz görbéjét egy egésznek 

véve, mind pedig két részre bontva, ismerve az eredmények pontosságát és a többi paramétert, 

meghatároztam az általam optimálisnak tartott eljárást. Az egyben történő leírás és a külön 

számítás pontossága között nem lehet különbséget tenni, hiszen mindegyikkel számítható a 

hőmérséklet a meghatározott ±10K eltérésen belül van, ezért a tárolandó együtthatók, 

paraméterek száma alapján választom ki a továbbiakban használandó polinom típust. 

A megfelelő pontosságot biztosító „közös” polinomot 3 db együtthatóval tudom 

megadni, míg a két „külön” leíró függvényt 2-2 db, tehát összesen 4 db együtthatóval. Tehát 

nagyjából azonos pontosság eléréséhez, „közös” polinomot alkalmazva kevesebb koefficienst 

kell igénybe venni, mintha „külön” görbékkel dolgoznám fel a tartományokat. Ezenkívül, 

amennyiben külön görbeként dolgozom fel a likvidusz görbét, úgy nem egy, hanem két 

koncentráció-tartományt kell megadni –amely tartományokon belül az adott polinom 

érvényes–, és ezek határértékeit plusz paraméterekként tárolni kell. Ebből következően az 

egyszerűség, a tárolandó adatmennyiség szempontjából jobban megéri akár egy magasabb, 4. 

fokú polinommal közelíteni az egész likvidusz görbét, mintsem a vegyület olvadáspontjánál 

szétbontani, és két koncentráció tartományban két minimális fokszámú polinomot ráfektetni.  

A 4. fokú „közös” függvénnyel az eredeti (15.a) és a módosított (31.a) ESTPHAD 

egyenlettel is kiszámítottam a vegyület likvidusz hőmérsékletét. A digitalizált adatpontokkal 

együtt ábrázoltam a számított likvidusz görbét, a 4.23. ábrán az eredeti egyenlet, a 4.24. ábrán 

a módosított egyenlet eredménye látható.  
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4.23. ábra.  Az α-CaSiO3 (vegyület) kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje az eredeti 

(15.a) ESTPHAD egyenlettel egészben számolva („TV=T0” a vegyület olvadáspontja, egyben kezdeti 

érték, „TE,1” a vegyülettől balra eső, „TE,2” a jobbra eső eutektikus hőmérséklet) 
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4.24. ábra.  Az α-CaSiO3 (vegyület) kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje a 

módosított (33.a) ESTPHAD egyenlettel egészben számolva („TV=T0” a vegyület olvadáspontja, egyben 

kezdeti érték, „TE,1” a vegyülettől balra eső, „TE,2” a jobbra eső eutektikus hőmérséklet) 

Megállapításaim: 

 A nyílt maximummal kristályosodó vegyületek likvidusz görbéjét egyben kell 

számítani, kezdeti értékként pedig a vegyület olvadáspontját kell megadni. 
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 A vegyület olvadáspontjának 0 K eltéréssel történő számítása érdekében a 

vegyület sztöchiometriai összetételét ”kezdeti koncentrációként” kell kezelni, 

és az összetétel értékekből ki kell vonni. 

 A két nonvariáns pont rögzítésére alkalmas, módosított ESTPHAD egyenlettel 

(31.a) a nyílt maximummal kristályosodó vegyület likvidusz görbéjének két 

végpontját 0 K eltéréssel lehet számítani.  

 4.5. Zárt maximummal képződő vegyület vagy szilárdoldat likvidusz 

görbéje 

A tiszta alkotó olvadáspontjából induló likvidusz görbék taglalásánál bemutattam az 

olyan görbéket, amelyek eutektikus vagy peritektikus hőmérsékleten érnek véget. 

Amennyiben a primer kristályosodás peritektikus hőmérsékleten ér véget, akkor a 

rendszerben jelen lévő 2 fázis, a már megdermedt α szilárdoldat, illetve a még meg nem 

szilárdult olvadék fázis ún. peritektikus folyamatban együtt alakul át az α-tól eltérő szerkezetű 

β szilárdoldattá, vagy vegyületté. A β szilárdoldat vagy vegyület (amely lehet szekunder 

szilárdoldat, amennyiben a vegyület oldja az alkotóit) primer kristályosodását jelző likvidusz 

görbét az eddigiektől eltérő módon kell kezelni. Az ESTPHAD módszer szempontjából a 

leglényegesebb különbség az eddig bemutatott likvidusz görbékhez képest az, hogy a 

likvidusz görbe nem valamely alkotó vagy vegyület olvadáspontjában kezdődik, hanem egy 

átalakulási folyamat (peritektikus) hőmérsékletén. 

4.5.1. Zárt maximummal szilárdoldat kristályosodik  

A 4.25. ábra (a) részén a peritektikus hőmérséklet (TP) alatt látható a β szilárdoldat 

likvidusz görbéje („BC” szakasz). Nem egyensúlyi körülmények között azonban a β fázis 

magasabb hőmérsékleten is megjelenhet metastabil fázisként, ezért a likvidusz görbéjének 

létezik egy metastabil szakasza, mely akár egészen a tiszta alkotóig tarthat („A” pont, Tβ
m

 

hőmérséklet. Amennyiben nem a tiszta alkotóig tart a metastabil likvidusz görbe, 

értelemszerűen ez a pont jobbra tolódik az ábrán, például a Pt-Ag rendszerben [43].). 

Amennyiben az „A” és „B” pont közötti összetételű rendszerekben az α fázis megfelelő 

mértékben túlhűthető (az „A”-„B” szakasz alá), akkor metastabil módon az olvadékból 

közvetlenül β fázis kristályosodik, és így a likvidusz görbe „A”-„B” metastabil szakasza 

kimérhető. 
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Ha ismert a β szilárdoldat „A”–val jelölt metastabil „nonvariáns pontja” (Tβ
m

), akkor 

azt kell venni az ESTPHAD számításban kezdeti értéknek (T0), amennyiben nem, akkor a β 

fázis likvidusz görbéjének „B”-vel jelölt „kezdőpontját” (T0’). A „B” pont hőmérséklete a 

peritektikus hőmérséklettel, összetétele pedig a peritektikus folyamatban résztvevő olvadék 

összetételével azonos. Mivel a kezdeti hőmérséklethez tartozó összetétel ezúttal sem egyenlő 

0-val, így a számítások során az összetételt a 33., 33.a egyenlet alapján kell meghatározni, 

kezdeti koncentrációnak a „B” pont összetételét kell venni (c0’). Az „A” pont kezdeti 

értékként való kezelésével a likvidusz görbe metastabil szakasza is számítható az ESTPHAD 

módszerrel. A 4.25. ábra (b) részén a zárt maximummal kristályosodó γ szilárdoldat az „A” 

alkotó allotróp módosulata, illetve az is látható, hogy a szilárdoldat likvidusz görbéje nem tart 

minden esetben a másik tiszta alkotóig, a „C” pont lehet akár eutektikus vagy peritektikus 

hőmérséklet is. Ezen esetek is ugyanúgy kezelendőek az ESTPHAD módszer szempontjából, 

mint az (a) esetben bemutatott rendszer. 

      

4.25. ábra. Zárt maximummal kristályosodó szilárdoldat likvidusz görbéje (a) peritektikus hőmérséklettől 

a „B” alkotó olvadáspontjáig tart. (b) A tiszta „A” alkotó allotróp módosulata a szilárdoldat és a likvidusz 

görbe eutektikus/peritektikus hőmérsékletig tart. 

Amennyiben kezdeti értékként az „A”-val jelölt nonvariáns pontot veszem, akkor a 

4.25. ábrán szereplő „B” pont hőmérsékletét (peritektikus hőmérséklet) és a likvidusz görbe 

másik végpontját („C” pont, amely lehet eutektikus, peritektikus hőmérséklet, vagy 

olvadáspont) nagy pontossággal kell tudni számítani. A 31., 31.a egyenletet alkalmazva a B1, 

M1 és a B2, M2 paraméterekkel oldom meg ezt a feladatot.  

Számítási példaként a mindenki által jól ismert Fe-C rendszer γ fázisának 

feldolgozását mutatom be. A vas allotróp módosulata az ausztenit (felületen középpontos 

(a) (b) 
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kristályrács), amely a kétalkotós Fe-C rendszerben korlátozott mértékben oldja a karbont. A 

4.26. ábrán látható vas-karbon egyensúlyi fázisdiagramban 1493 °C alatt szerepel a stabil 

ausztenit (γ) fázis, a szakirodalom [44] alapján azonban ismert a metastabil likvidusz görbe 

szakasza is. Nem egyensúlyi körülmények között tiszta vas esetén 1527 °C-on történik a γ 

metastabil kristályosodása (4.27. ábra, „Y” pont).  

 

4.26. ábra A Heyn-Charpy féle Fe-C egyensúlyi fázisdiagram, a stabil γ fázis likvidusz görbéje (BC 

szakasz) [45] 

 

4.27. ábra. A γ fázis likvidusz görbéjének metastabil szakasza (YB szakasz) (Fe-C rendszer) [44] 
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Az alábbiakban az ausztenit fázis likvidusz hőmérsékletének számítását mutatom be. 

A 4.14. táblázatban a feldolgozás lényegesebb adatait gyűjtöttem össze, a 4.15. táblázatban 

pedig az eredményül kapott ESTPHAD paraméterek, valamint az eltérések kiértékelése 

látható. 

4.14. táblázat. Alapadatok 4.15. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói Fe, C 

 

Az F( I

Bc ) függvény 

számított 

együtthatói 

A(1) 0,03358 

Kristályosodó fázis γ szilárdoldat A(2) -4,728E-05 

Tartományok 
cC (t%) 0,51 – 4,30 A(3) 0,001547 

T (K) 1766 – 1421 B1 -0,000639201 „i” 3 

Kezdeti értékek 

A γ fázis metastabil 

olvadáspontja 
B2 0,00125986 „i” 4 

cC,0 (t%) 0 R
2
 0,9999917 

T0 (K) 1800 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

2,1 

Felhasznált 

adatok 

száma (db) 24 2,0 

formája digitalizált 2,0 

forrása [44] A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,14 

   Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,8 

   
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva 

Az ausztenit fázis digitalizált és számított likvidusz hőmérséklet értékei között ±2,1 K, 

alatti eltérések adódtak, az átlagos eltérés pedig jóval 1 K alatt van. A legnagyobb hiba a 

digitalizált hőmérséklethez viszonyítva 0,14 %. A 4.28. ábrán a digitalizált és a számított 

likvidusz hőmérséklet eltérése látható. 
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4.28. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a karbon koncentráció függvényében 

(cP=”B” pont, cE=”C” pont az Fe-C egyensúlyi fázisdiagramban) 

Fe 
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A 4.29. ábrán a γ fázis digitalizált és ESTPHAD módszerrel számított likvidusz 

görbéje látható. Piros színnel ábrázoltam a likvidusz görbe számított metastabil szakaszát. Az 

ábrán piros körrel jelöltem a tiszta vas esetén a γ fázis szakirodalomból ismert metastabil 

olvadáspontját, mely a számításomban az ESTPHAD egyenlet kezdeti értékeként szolgált, 

lilával és zölddel pedig a likvidusz görbe két végpontját, melyet 0 K eltérés számítottam 

(±0,01 K). 
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4.29. ábra. A γ szilárdoldat kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje, valamint a 

számítás kezdeti értéke („T0” a γ fázis metastabil olvadáspontja, a számítás kezdeti értéke, „TP” 

peritektikus hőmérséklet, „TE” eutektikus hőmérséklet) 

A bemutatott ábrák és táblázatok alapján kijelenthető, hogy zárt maximummal 

kristályosodó szilárdoldat metastabil nonvariáns pontját véve kezdeti értékként, az ESTPHAD 

módszer alkalmazásával megfelelő pontossággal lehet a likvidusz hőmérsékletet kiszámítani. 

A módosított ESTPHAD egyenlet (31., 31.a) felhasználásával a likvidusz görbe két végpontja 

(a peritektikus, és az –ez esetben– eutektikus hőmérséklet) 0 K pontossággal számítható. 

4.5.2. Zárt maximummal vegyület kristályosodik  

A 4.35. ábrán a CaO-Al2O3 egyensúlyi fázisdiagram részlete látható [42], benne a 

zárt maximummal kristályosodó 16Al2O3.3CaO vegyület, amely nem oldja az alkotóit. 1860 

°C-on olvadékból és szilárd Al2O3-ból peritektikus folyamatban képződik, és amennyiben a 

vegyület sztöchiometriai összetételénél kevesebb Al2O3 van a rendszerben, a peritektikus 

reakció befejeztével a megmaradó olvadékból a „BC” likvidusz görbe mentén további 

16Al2O3.3CaO vegyület kristályosodik.  

Fe 

Olvadék γ + Olvadék 
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Ebből következően –az előző 

fejezetrészben bemutatott zárt maximummal 

kristályosodó szilárdoldat likvidusz görbéjéhez 

hasonlóan– a peritektikus hőmérséklet alatt 

kristályosodó vegyület likvidusz görbéje sem a 

peritektikus hőmérsékleten kezdődik, hanem 

metastabil módon a vegyület sztöchiometriai 

összetételéig, azaz a vegyület metastabil 

olvadáspontjáig tart. (4.30. ábra, „A” pont. Az „A” 

pontra, illetve a metastabil likvidusz görbe részre a 

szakirodalomban nem találtam értékeket, ezeket 

csupán jelzésértékűen jelöltem be az ábrán.) 

Amennyiben nem ismert a vegyület peritektikus 

hőmérséklet feletti metastabilis likvidusz görbéje, 

úgy akárcsak a 4.4.1. fejezetrészben bemutattam, az 

ábrán „B”-vel jelölt pontot javaslom kezdeti 

értékként kezelni (T0’, c0’).  

A példaként bemutatott oxid-rendszerben a számításokat úgy végeztem el, hogy nem 

ismert a 16.Al2O3.3CaO vegyület metastabil likvidusz görbe része („BA” szakasz), illetve 

nem ismert a vegyület metastabil olvadáspontja sem. Kezdeti értékként a 4.30. ábra T0’, c0’ 

értékeit alkalmaztam. A likvidusz görbe az 1770 °C-os, valamint az 1860 °C-os peritektikus 

hőmérsékletek között tart („C”, ill. „B” pont), mindkét peritektikus hőmérsékletet nagy 

pontossággal kell tudni számolni. Az első peritektikus hőmérsékleten található „B” pont a 

számítás kezdeti értéke (4.31. ábrán cP1=c0, 4.32. ábra TP1=T0), a „C” pontot pedig a 30.a 

egyenletet alkalmazva B1, M1 paraméterekkel rögzítem (4.31. ábrán cP2, 4.32. ábra TP2).  

A 4.16. táblázatban a számítás alapadatai, a 4.17. táblázatban pedig a kiszámított 

koefficiensek és az eltérések összegzése olvasható. 

 

 

 

 

4.30. ábra. A 16Al2O3.3CaO vegyület 

„BC” likvidusz görbéje, és a metastabilis 

kiterjesztés („BA” szakasz) a számításhoz 

alkalmazott (T0’;c0’) és az elviekben 

alkalmazható (T0;c0) kezdeti értékekkel 

[42] 
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4.16. táblázat. Alapadatok 4.17. táblázat A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói CaO, Al2O3 

 

Az F( I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(1) -0,00089037 

Kristályosodó fázis 16Al2O3.3CaO A(2) 0,00052015 

Tartományok 
cAl2O3 (t%) 75,9 – 84,1 A(3) -5,1836E-05 

T (K) 2043,2 – 2132,2 B2 0,000237498 „i” 4 

Kezdeti értékek 

Olv+Al2O3→16Al2O3.3CaO 

peritektikus, és 16Al2O3.3CaO 

likvidusz hőmérséklet metszése 

R
2
 0,999957 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

1,1 

cAl2O3,0 (t%) 84,1 0,9 

T0 (K) 2132,2 -0,7 

Felhasznált 

adatok  

száma (db) 19 A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,05 

formája digitalizált Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,4 

forrása [42] 
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

A számításokat ±1 K nagyságrendű eltérésekkel tudtam elvégezni, amely a 

digitalizált likvidusz hőmérséklet értékeihez képest 0,05 %-os eltérés csupán. A digitalizált és 

a számított likvidusz hőmérséklet közötti eltérések az Al2O3 koncentráció függvényében a 

4.31. ábrán van ábrázolva. 
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4.31. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése az Al2O3 koncentráció függvényében (piros 

és zöld színnel jelölve a likvidusz görbe végpontjánál tapasztalható eltérés) 

A 4.32. ábrán a 16.Al2O3.3CaO fázis digitalizált és az ESTPHAD módszerrel 

számított likvidusz görbéje látható. Pirossal jelöltem a számításban kezdeti értékként kezelt 

pontot, zölddel pedig a likvidusz görbe végpontjának számított hőmérsékletét. 
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4.32. ábra. A 16Al2O3.3CaO vegyület kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje, 

valamint a számítás kezdeti értéke („T0=TP1” kezdeti érték, peritektikus hőmérséklet, „TP2” 

peritektikus hőmérséklet) 

Megállapításaim: 

Az ESTPHAD módszer eddigi alkalmazásai során a likvidusz görbe kezdőpontjának, 

és egyben a számítások során a kezdeti értéknek a kristályosodó fázis (színelem, vegyület) 

olvadáspontját tekintettük. A zárt maximummal kristályosodó fázisok esetén ez nem vezet 

megoldásra. 

 Az ESTPHAD számítás kezdeti értékének zárt maximummal kristályosodó 

 (1) szilárdoldat esetén a szilárdoldat metastabil olvadáspontját,  

 (2) vegyület esetén a vegyület metastabil olvadáspontját,  

 (3) amennyiben az előzőek nem ismertek, akkor mindkét esetben a 

peritektikus vonal és a szilárdoldat/vegyület likvidusz görbéjének 

találkozását kell venni.  

 Az (1) és (2) esetben a metastabil likvidusz görbe rész is számítható az 

ESTPHAD módszerrel, a (3) esetben nem.  

 Az (1) és (2) esetben a peritektikus vonal és a likvidusz görbe találkozásának 

0 K eltéréssel történő számítását a két nonvariáns pont rögzítésére alkalmas, 

módosított ESTPHAD egyenlettel (31., 31.a) lehet biztosítani. 

Olvadék Olvadék + 16Al2O3.3CaO 
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4.6. Szétválási hőmérséklet számítása 

Az ESTPHAD egyensúlyi fázisdiagram számítási módszert sikeresen alkalmazzuk 

különböző rendszerek likvidusz (például az előző fejezetrészekben bemutatott számítások) és 

szolidusz görbéinek, valamint a szilárdfázisú átalakulások hőmérsékleteinek számítására [46]. 

Monotektikus rendszerek feldolgozása során azonban számos probléma jelentkezett a 

szétválási hőmérséklet számításakor, az egyéb fázisdiagram típusoknál alkalmazott 

ESTPHAD egyenlettel (31. egyenlet, a szétválási görbe két végpontja monotektikus 

hőmérséklet) a szétválási görbe alakját nem lehet leírni. A szétválási hőmérséklet 

számításának kidolgozását a Pb-Ga rendszerben található szétválási görbét feldolgozva 

mutatom be. A 4.18. táblázatban a számításhoz, illetve felhasználáshoz szükséges alapadatok 

találhatóak. A 4.33. ábrán a szakirodalomból származó [47] és a 31. egyenlettel számított 

szétválási görbe látható. Kezdeti értékként a szétválási görbe kritikus pontját vettem. 

4.18. táblázat. Alapadatok 

Fázisdiagram alkotói Pb, Ga 

A lejátszódó folyamat Olvadék szétválás 

Tartományok 
XGa  0,0395 – 0,9717 

T (K) 585,80 – 885,07 

Kezdeti érték 

Kritikus pont 

XGa,0 0,5337 

Tc (K) 885,07 

A felhasznált 

adatok 

száma (db) 15 

formája CALPHAD-dal számított 

forrása [47] 
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4.33. ábra. A CALPHAD számításból származó és az eddigiekben alkalmazott (31) ESTPHAD 

egyenlettel számított szétválási görbe a Pb-Ga rendszerben (TM1 és TM2=monotektikus hőmérséklet) 

Pb Ga 

Olvadék 

Olv. 1          Olv. 2 
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Annak érdekében, hogy megszüntessem a kritikus ponttól jobbra látható „csúcsot”, a 

számításokat elvégeztem úgy is, hogy az egyenletben szereplő )( I

BXF  függvényben a 

négyzetes tagtól kezdődnek az összetétel értékek (4.34. ábra).  
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4.34. ábra. A CALPHAD számításból származó és az eddigiekben alkalmazott (31) ESTPHAD 

egyenlettel (a függvény a négyzetes tagtól kezdődik) számított szétválási görbe a Pb-Ga rendszerben 

A szétválási görbe alakját ezzel a módosítással jobban lehet közelíteni, azonban így 

is ±30 K eltérések adódnak. Ezek alapján megállapítható, hogy a szétválási hőmérséklet a 

kívánt pontossággal és a támasztott elvárásoknak megfelelően az eddig alkalmazott 

egyenlettel nem számítható, az ESTPHAD egyenleten változtatni kell. 

A változtatások során azonban az ESTPHAD módszer előnyeit, valamint az 

alapegyenlethez hasonló formulát mindenképpen meg kell őrizni. Ezért a következő 

alapelveket a kifejezetten szétválási hőmérséklet számítására alkalmas ESTPHAD egyenlet 

megalkotásakor „kőbe vésett” elvnek tartok:  

 A szétválási görbét (csakúgy, mint a nyílt maximummal kristályosodó vegyület 

likvidusz görbéjét) egy polinommal kell leírni, és nem a kritikus pont által 

szétválasztott két külön görbeként kezelni. 

 A monotektikus ESTPHAD egyenletben szereplő kezdeti értékek a kritikus 

pont értékei legyenek (T0 = Tc; ill. 
I

cB

I

B XX ,0,  ). 

 A monotektikus ESTPHAD egyenletben szereplő F( I

BX ) polinomnak a 

négyzetes tagtól (A(2)) kell kezdődnie. 

Ga 

Olvadék 

Olvadék 1 Olvadék 2 

Pb 
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4.6.1. Új paraméterek bevezetése 

Az ESTPHAD egyenlet monotektikus kiterjesztésének termodinamikai alapjai 

A reguláris elegymodellből levezethetően a szétválási hőmérséklet koncentráció-

függésére a következő egyenlet írható [47][48]: 

 



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TXT
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ln

122
)(   (34) 

A (34) egyenletet felhasználva az előbbiekben bemutatott Pb-Ga rendszer szétválási 

hőmérsékletét kiszámítottam (4.35. ábra). 
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4.35. ábra. A CALPHAD számításból származó és a reguláris elegymodellből levezetett (34) egyenlettel 

számított szétválási görbe a Pb-Ga rendszerben 

Megfigyelhető, hogy számított paraméterek nélkül, pusztán a 34. egyenletet 

felhasználva a szétválási görbe alakja megfelelő, de az eltérések az elfogadható mértéknél 

nagyobbak. Az is látható, hogy a görbének 5,0I

BX -nél a 34. egyenlet nevezője miatt 

szakadása van (zéró osztó). Az azonban megállapítható, hogy a 34. egyenletben látható az 

ESTPHAD módszer számára követendő formula, ebből kiindulva kialakítható a korrekciós 

tényező alakja (35), amellyel megszorozva az eddig alkalmazott 31. egyenletet már pontosabb 

eredményeket kaphatok. Azért tartom fontosnak megkülönböztetni az ún. „kezdeti” 

korrekciós tényezőt, mert az még nem a végső formája, csupán az irányt jelöli ki a további 

levezetésekhez: 

Olvadék 

Olvadék 1  Olvadék 2 

Pb Ga 
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A (31) egyenletbe beírva a kezdeti korrekciós tényezőt: 
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 (36) 

Ezzel meg is kaptam azt az alapegyenletet, amellyel a szétválási hőmérséklet 

bonyolult görbéje formailag jól közelítően leírható. A 36. egyenlettel számított szétválási 

hőmérséklet a 4.36. ábrán látható. A görbe szakadása értelemszerűen a 36. egyenletben is 

megjelenik, a számított kritikus pont nem egyenlő a számításhoz felhasznált adattal (mivel a 

szorzó értéke nem 1 a kritikus pontban), és a számított szétválási hőmérséklet 

maximumpontja sem a kritikus pontban jelentkezik. 
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4.36. ábra. A CALPHAD számításból származó és a kezdeti korrekciós tényezővel ellátott ESTPHAD 

egyenlettel (36) számított szétválási görbe a Pb-Ga rendszerben 

A számítások elvi megfelelősségének érdekében az új monotektikus ESTPHAD 

egyenletnek a következő peremfeltételeket kell teljesítenie:  

1)  
I

BX  = 
I

BX 0,  helyen legyen a görbének a maximum pontja 

2)  
I

BX  = 
I

BX 0,  helyen T = Tc legyen 

3)  A görbe szakadását meg kell szüntetni 

Pb  Ga 

Olvadék 

Olvadék 1 Olvadék 2 



Mende Tamás, PhD értekezés    Az ESTPHAD módszer alkalmazása különböző likvidusz és 

 szétválási görbék esetén 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 69 

Legyen a görbe maximum pontja I

BX  = 
I

BX 0,  helyen. Az „X*” bevezetése  

Az biztosíthatja a görbe I

BX 0, -nál lévő maximum pontját, ha a korrekciós tényezőnek 

is I

BX 0, -nál van a maximum pontja. A 36. egyenletben szereplő kezdeti korrekciós tényező 

maximum pontja I

BX  = 0,5-nél van. (illetve I

BX  = 0,5-nél nincs értelmezve zéró osztó miatt, 

de határértékben ott a maximum) Ezt a maximum pontot kell eltolni az I

BX 0,  értékhez, 

valamint meg kell szüntetni a görbe szakadását. Ennek értelmében a számlálóba és a 

nevezőbe egy-egy olyan elemet (X*) kell beépíteni, amely az I

BX 0,  értékétől függően 

biztosítja a megfelelő korrekciós tényezőt.  

Az X*-ot úgy építem be, hogy az I

BX -es részeket a számlálóban, illetve a nevezőben 

megszorzom a reciprokjukkal, mely reciprokban I

BX  = X*. Az X* változtatgatásával így 

tudom mozgatni az M3(
I

BX ) görbe maximumpontját, ”be tudok állni” I

BX 0, -ra a maximum 

ponttal. Az X* értékét (első lépésben) próbálgatással lehet meghatározni, annak 

függvényében, hogy X* = 0...1 tartományon belül mely értéknél biztosítja –adott I

BX 0,  

értékhez– az M3(
I

BX )
módosított

 maximumát. 








 























 



















*

*

*

*

*

*

3
1

1
ln

12

1

1
ln

1
2

1
22

)(

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X
X

XM

I

B

I

B

I

B

I

B

I

B

I

B
módosítottI

B  (37) 

Legyen X
I
B = X

I
B,0 helyen T = Tc . A „k” koefficiens bevezetése  

Az X* bevezetésével a görbe maximum pontja a helyére került, de az alap 

ESTPHAD egyenletet megszorozva M3(
I

BX )
módosított 

–tal még nem biztosított az, hogy 
I

BX 0,  

helyen a számítással a kritikus hőmérsékletet (Tc) kapjuk meg.  

A T = Tc egyenlőséget I

BX  = I

BX 0,  esetre azzal lehet biztosítani, ha az M3(
I

BX ) 

korrekciós tényező maximuma pontosan 1. Ugyanis az F( I

BX ) függvény, melyre regressziós 

analízis során polinomot illesztek I

BX  = I

BX 0,  helyen 0, így egyértelmű, hogy az M3(
I

BX ) 

korrekciós tényezőnek 
I

BX 0, -nál 1-nek kell lennie ahhoz, hogy T = Tc legyen (lásd 36. 

egyenlet). Ezt úgy érhetem el, ha az M3(
I

BX )
módosított 

tényezőt az 
I

BX 0,  helyen vett reciprokával 
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szorzom meg. Ez a reciprok a „k” dimenzió nélküli koefficiens (38), az így kapott korrekciós 

tényező pedig az M3(
I

BX ) (39. egyenlet). 
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Végeredményként az M3(
I

BX ) korrekciós tényezővel (39. egyenlet) biztosítva van  

 A szétválási hőmérséklet leírására megfelelő alakú görbe,  

 az I

BX 0,  helyen lévő maximum pont, illetve  

 az I

BX  = I

BX 0, helyen a T = Tc feltétel.  

 Azonban azt is fontosnak tartom megjegyezni, hogy I

BX  = X* helyen az 

egyenlet nem értelmezhető, mivel ekkor a számláló és a nevező értéke is 0. 

Monotektikus rendszerekben a szétválási hőmérséklet számítására kidolgozott új 

monotektikus ESTPHAD egyenlet tehát a következő: 
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Az ESTPHAD módszer alkalmazása során nagy gyakorisággal dolgozunk fel olyan 

egyensúlyi fázisdiagramokat, amelyekben az összetétel nem móltört formájában, hanem 

tömegszázalékban van megadva. Amint azt a 3. fejezetben már leírtam, a móltört 

függvényében felírt összefüggés helyett jelen esetben is használható a tömegszázalékokkal 

kifejezett egyenlet is. Ekkor azonban a „k” koefficiensben, illetve az M3(
I

Bc ) korrekciós 
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tényezőben a megfelelő helyeken 1 helyett 100 szerepel, mivel a móltört értéke 0 ... 1 között, 

a tömegszázalék pedig 0 ... 100 között változik. 
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Az „X* - X
I
B,0” összefüggés leírása 

Amint azt az X
*
 csillag bevezetésénél is írtam, elsőre próbálgatással lehet 

megállapítani, hogy mely I

BX 0, -khoz milyen X
*
 értékek tartoznak. Azonban szerettem volna 

egy egyszerű, könnyen kezelhető egyenletet készíteni az összefüggés leírására. Ennek 

érdekében elkészítettem egy adatbázist, amelyben az I

BX  értékek I

BX  = 0 -tól I

BX  = 1 -ig 

változtak, 0,01-es léptékkel. Változtattam az I

BX 0,  értékeket is, I

BX 0,  = 0 -tól I

BX 0,  = 1 -ig, 

0,1-es léptékkel. Minden egyes I

BX 0,  értékhez megkerestem azt az X
*
 értéket, amely (3 tizedes 

jegy pontossággal) az adott adatsorban biztosította x0 pontban a függvény maximumát, illetve 

–a „k” koefficiensnek köszönhetően– az M3(
I

BX ) = 1 egyenlőséget. Ezen X
*
 értékeket a 4.37. 

ábrán mutatom be.  

Megfigyelhető (a próbálgatások során ez számításokkal igazolható volt), hogy I

BX 0,  

= 0,15 alatt X
*
 értéke közel 1 (0,99..., de jellemzően 0,9999...), csak a 3. vagy még hátrébb 

álló tizedes jegyekben van 1-től való eltérése. Ugyanez megfigyelhető I

BX 0,  = 0,85 felett is, 

ezen tartományban az X
*
 értéke közel 0 (0,00..., ill. 0,0000...), tehát itt is csak a 3. ill. hátrébb 

álló tizedes jegyekben van változás.  

Ezért javasolom a következőt: az 
I

BX 0,  tartományát osszuk fel 3 részre. I. 
I

BX 0,  = 0 - 

0,15;  II. I

BX 0,  = 0,15 - 0,846; III. I

BX 0,  = 0,846 – 1.  

 Az I. tartományba eső 
I

BX 0,  értékkel rendelkező rendszerek esetén X
*
 = 

0,999999 (azért nem 1, mert akkor az M3(
I

BX ) számlálójában ln(0)-t kapunk, 

ami nem értelmezhető),  
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 a II. tartományba eső I

BX 0, -áknál X
*
 értékét a 42. egyenlettel számoljuk,  

 míg a III. tartományban X
*
 = 0,000001 (azért nem 0, mert akkor zéró osztó 

lenne).  

A II. tartományban, ahol az X* értéke 0 és 1 között változik az I

BX 0,  értékek 

változásával, az X
*
 kiszámítására a következő egyenletet javaslom: 

3

0,

2

0,0,0,

* )(8751,3)(8352,5024,19638,0)( I

B
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B
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4.37. ábra. Az 
I

BX 0,  és az X* kapcsolata. A próbálgatással kapott és a 42. egyenlettel számított X* értékek 

az 
I

BX 0,  függvényében (a 42. egyenlet –piros vonal– érvényességi tartománya 
I

BX 0,  = 0,15...0,846) 

Tömegszázalékban megadott rendszerek számítása esetén 

Amennyiben a tömegszázalékban kifejezett (41) egyenletet nézzük, láthatjuk, hogy a 

(40) egyenlethez képest megváltozott az összetétel tartománya (0...1 helyett 0...100), illetve 

megváltozott az egyenlet bizonyos része is (1 helyett 100). Emiatt természetesen a c
*
 - I

Bc 0,  

összefüggésre is fontosnak tartottam egy új egyenletet meghatározni: 

A 
I

Bc 0,  tartományának felosztása: I. 
I

Bc 0,  = 0-15 %;  II. 
I

Bc 0,  = 15-84,6 %; III. 
I

Bc 0,  = 

84,6-100 %  

 Az I. tartományba eső 
I

Bc 0,  értékkel rendelkező rendszerekben c
*
 = 99,9999, 

 a II. tartományba eső 
I

Bc 0, -áknál c
*
 értékét a 43. egyenlettel számoljuk,  
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 míg a III. tartományban c
*
 = 0,0001.  

A II. tartományban, a c* 0 és 100 közötti változását a következő egyenlet írja le: 

3
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4.38. ábra. A 
I

Bc 0,  és a c* kapcsolata. A próbálgatással kapott és a 43. egyenlettel számított c* értékek a 

I

Bc 0,  függvényében (a 43. egyenlet –piros vonal– érvényességi tartománya 
I

Bc 0, =15…84,6 t%) 

Az „X
I
B,0 ≠ X*” probléma, valamint a megoldására tett javaslat 

A 40. egyenletet jobban szemügyre véve megállapítható, hogy I

BX  = X
*
 helyen a 

szétválási görbe nincs értelmezve, hiszen abban a pontban a számláló és a nevező is 0, a zéró 

osztó miatt a szétválási hőmérsékletre ez az egyenlet ebben a pontban nem értelmezhető.  

Olyan egyenletet nem találtam, amelynél nem lenne szükség a fenti kikötésre ( I

BX  ≠ 

X
*
), ezért gyakorlati oldalról orvosolom a problémát. Ez a gond főleg matematikai eredetű, 

hiszen az X
*
 értékénél akármilyen kicsivel nagyobb, vagy akármilyen kicsivel kisebb I

BX  

esetén is jól működik a rendszer. Csak és kifejezetten az I

BX  ≡ X
*
 esetben nem alkalmazható.  

Megoldási javaslatom a következő: Az előzőekben bemutatott módon akárhány 

tizedes jegyig (léptéktől függően) meghatározható az X
*
 értéke, bármely 

I

BX 0, -hoz. Javaslom 

meghatározni annyi tizedes jegyig az X
*
 értékét, ahány tizedes jegyig már gyakorlatilag nem 

szükséges megadni az I

BX  értéket. (Ez a nagyon tiszta anyagok esetén sem olyan sok értékes 

jegy.)  
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Azt javaslom, hogy 6 tizedes jegy pontossággal adjuk meg az X
*
 értékeket, akkor 

már nem fordulhat elő, hogy valaki belemegy abba a hibába, hogy pont annál a 6 tizedes 

jegyet tartalmazó ötvözetnél kívánja kiszámítani az értéket. Amennyiben ekkor 5 tizedes 

jegyig adunk meg bármilyen I

BX  értéket, akkor a számítást minden pontban el tudjuk 

végezni, a hiba nem jelentkezik. (Tömegszázalékban megadott rendszerek esetén a c
*
 értékét 

4 tizedes jegyig adjuk meg.) 

A szétválási görbe két végpontja a monotektikus hőmérsékleten van, ezek nagy 

pontosságú számításáról a B1, M1, B2, M2 paraméterekkel gondoskodom. 

A szétválási hőmérséklet számításának eredményei Pb-Ga rendszer esetén 

Az előbbiekben levezetett új, monotektikus ESTPHAD egyenletet alkalmaztam a Pb-

Ga rendszerben található szétválási hőmérséklet számítására. A 4.19. táblázatban a számított 

együtthatók, valamint a legnagyobb eltérések láthatóak. A 4.39. ábrán az összetétel 

függvényében ábrázoltam az eltéréseket. 

4.19. táblázat. A számított adatok 

Paraméterek 
X

*
 0,432001 

k 1,73607 

Az F(X) függvény 

számított együtthatói 

A(2) -0,53267 

A(3) -0,02578 

A(4) -0,92691 

B1 -0,00134513 „i” 2 

B2 -0,00078262 „i” 2 

R
2
 0,9999387 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

-1,2 

0,8 

0,6 

A legnagyobb %-os eltérés (%) -0,13 

Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,4 

*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 
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4.39. ábra. A felhasznált CALPHAD számítás és az új, monotektikus ESTPHAD egyenlettel számított 

szétválási hőmérséklet eltérése az összetétel függvényében („X0” a kezdeti összetétel, „XM1”, „XM2” 

monotektikus hőmérséklet, a szétválási görbe két végpontja) 

A számításokat nagyságrendileg ±1 K eltéréssel lehet elvégezni az új, monotektikus 

ESTPHAD egyenletet alkalmazva. A CALPHAD és az ESTPHAD módszerrel számított 

szétválási hőmérséklet közötti különbség a felhasznált adatok hőmérséklet értékeinek 

kevesebb, mint 0,2 %-a. A 4.39. ábrán látható, hogy a kritikus pontban a felhasznált és a 

számított értékek eltérése 0 K. A 4.40. ábrán a szétválási görbét és a CALPHAD-dal számított 

pontokat [47] ábrázoltam. 
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4.40. ábra. A számításokhoz felhasznált és az új, monotektikus ESTPHAD egyenlettel számított szétválási 

görbe, Pb-Ga rendszer (Tc=T0=kritikus hőmérséklet, egyben kezdeti érték, TM1, TM2=monotektikus 

hőmérséklet) 

 

Olvadék 

 Olvadék 1    Olvadék 2  

Pb  Ga 

Pb  Ga 
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Megállapításaim: 

 Az eddigiekben alkalmazott ESTPHAD egyenlet nem alkalmas a szétválási 

hőmérséklet megfelelő pontosságú számítására. 

 A reguláris elegymodell alapján bevezettem egy M3(
I

BX ) korrekciós tényezőt 

az ESTPHAD egyenletbe, amellyel a szétválási hőmérséklet alakja 

megfelelően leírható. 

 Bevezettem egy „X*” paramétert, amellyel biztosítottam, hogy a számított 

szétválási hőmérséklet maximum pontja a kritikus pontban van. 

Megállapítottam, hogy az X* értékét a kezdeti érték ( I

BX 0, ) függvényében 

hogyan kell meghatározni. 

 Bevezettem egy „k” paramétert, amellyel biztosítottam, hogy I

BX 0,  helyen a 

számított szétválási hőmérséklet pontosan a kritikus hőmérséklet legyen. 
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5. NÉGYALKOTÓS OXIDRENDSZER LIKVIDUSZ 

HŐMÉRSÉKLETÉNEK SZÁMÍTÁSA  

A 3. fejezetben szemléltettem az ESTPHAD módszer hierarchikus felépítését, illetve 

bemutattam a három- és négyalkotós fázisdiagramokban szereplő fázisok likvidusz 

hőmérsékletének számítására szolgáló egyenleteket. A következőkben négyalkotós oxid-

rendszer MgO-ban dús sarkában található MgO fázis likvidusz hőmérsékletének kiszámítását 

vezetem végig a három kétalkotós (MgO-Al2O3, MgO-CaO, ill. MgO-SiO2), a három 

háromalkotós (MgO-Al2O3-CaO, MgO-CaO-SiO2, MgO-Al2O3-SiO2), illetve a négyalkotós 

fázisdiagramok feldolgozásán keresztül. Fontosnak tartom kiemelni, hogy az ESTPHAD 

módszert korábban csak és kizárólag binér, illetve ternér rendszerek fázisdiagramjainak 

feldolgozására alkalmazták, illetve alkalmaztuk, így jelen munka bizonyos szempontból 

úttörőnek is minősíthető. A dolgozatban szereplő rendszer egyébként „kvázinégyalkotósnak” 

tekinthető, hiszen az oxigén jelenléte miatt valójában 5 komponensről beszélhetünk.  

Az ESTPHAD módszer egyik legnagyobb előnyének tartom a számítási algoritmus 

ún. hierarchikus felépítését, amely azt jelenti, hogy a többalkotós rendszerek számítása során 

felhasználjuk az adott rendszer kevesebb alkotót tartalmazó alrendszereinek az ESTPHAD 

által kiszámolt függvényeit is. Ezt a tulajdonságot használjuk a háromalkotós rendszerek 

számítása során is, azonban nagyobb hangsúllyal (összesen 6 alrendszerben számított 

függvény) a négykomponensű diagramok feldolgozása során jelentkezik. A három binér és 

három ternér rendszerben kiszámított függvények felhasználásával lehetőség nyílik a 

kvaternér adatok ismerete nélkül is –a MgO-hoz közeli tartományban– megbecsülni a 

kvaternér fázis likvidusz hőmérsékletét. Annak érdekében azonban, hogy a hierarchikus 

felépítés adta előnyt kihasználhassuk, az input adatokkal kapcsolatban bizonyos feltételeknek 

is teljesülniük kell. Mivel a háromalkotós fázisdiagramok számításánál a már feldolgozott 

binér rendszerek együtthatóit is felhasználjuk, csakúgy mint a négyalkotós esetében a három- 

és kétalkotósokét, ezért feltétlenül szükséges a két-, három- és négyalkotós diagramok közös 

pontjainak egyezése. Külön figyelmet kell tehát fordítani arra, hogy a feldolgozott binér, 

ternér, kvaternér rendszerek valóban egymásra épülő fázisdiagramok legyenek, közöttük a 

mérési és egyéb hibákból adódó eltérés minimális legyen. Az ilyen jellegű eltérések ugyanis 

mind-mind az ESTPHAD módszerrel történő számítás végeredményének pontosságát rontják.  

Mivel az irodalomban az adott oxid rendszeremhez talált binér, ternér és kvaternér 

diagramok ezt a feltételt nem teljesítették, a számítások pontos elvégzése érdekében a 
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kétalkotós rendszereket a ternér fázisdiagramok izotermáinak A-B, A-C, illetve A-D binér 

részeivel való metszetét digitalizálva dolgoztam fel. Így a kétalkotós diagramokat csak 

néhány, a ternér izotermák pontosságától erősen függő pontból, 100 °C-os lépésekkel tudtam 

előállítani. Az 5.10., 5.13. és 5.16. ábrán látható ternér egyensúlyi fázisdiagramok az 1960-as 

évekből származnak, az irodalomban mind a három rendszer esetén találtam fázisdiagramot, 

melyek frissebbek, azonban ez a három teljesítette egyedül azt a feltételt, hogy a közös 

pontjaik egyezzenek. A ternér rendszerek esetében a binér rendszerek „olv→MgO+…” 

eutektikus pontjainak összetétel értékeit hasonlítottam az egyezés vizsgálatakor. (A kétalkotós 

rendszerben –pl AB– található eutektikus pont 2 db ternér rendszerben –ABC és ABD– 

jelenik meg, ezáltal használható az egyezés megállapítására.) A szakirodalmi fázisdiagram 

adatok feldolgozása során egyéb probléma is jelentkezett. A ternér és kvaternér fázisdiagram 

metszeteken sem a MgO olvadáspontja, sem a 2800 °C-os izoterma nem látható. A 

szakirodalom feldolgozása alapján azonban megállapítható, hogy a MgO olvadáspontja 2800 

°C felett van, a számítások során 2822 °C-ot [42] vettem kezdeti értéknek (5.1. ábra).  

Az alábbiakban részletesen bemutatom a számításaim eredményeit, binér, ternér, 

illetve kvaternér fázisdiagramok felbontásban. Rendszerenként az előző fejezetben megismert 

táblázatokba foglaltam a számítások elvégzéséhez, illetve a számított eredmények 

felhasználáshoz szükséges legfontosabb adatokat, a hőmérséklet, illetve a koncentráció 

tartományokat, a felhasznált adatok számát, illetve a kezdeti értékeket. Mivel ugyanúgy a 

MgO fázisnak a likvidusz hőmérsékletét számítom ki minden egyes rendszerben, ezért 

értelemszerűen következik, hogy a kezdeti érték minden fázisdiagram esetében a MgO 

olvadáspontja. Külön táblázatban szerepelnek a számításra vonatkozó adatok, az R
2
 értékek, 

az eredeti és az ESTPHAD módszerrel számolt hőmérséklet értékek közötti három 

legnagyobb eltérés, az átlagos eltérés, amelyet az összes digitalizált pontban tapasztalható 

egyenkénti eltérés abszolút értékeinek átlagolásával állítottam elő, illetve az ESTPHAD 

módszerrel kiszámított függvény együtthatói. A számítások pontosságával kapcsolatos 

legfontosabb kritérium, hogy az eltérések a digitalizált hőmérséklethez viszonyítva ±1 % -on 

belül legyenek, így a táblázatokban a legnagyobb %-os eltérést is feltüntetem. 

A szemléltetés érdekében ábrázoltam a felhasznált és az ESTPHAD módszerrel 

számolt hőmérséklet értékek közötti eltéréseket az összetétel függvényében, valamint a 

digitalizált és az ESTPHAD módszerrel számított likvidusz görbéket, felületeket is. 
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5.1. Binér rendszerek 

5.1.1. MgO – Al2O3 rendszer  

Első lépésként a MgO-Al2O3 egyensúlyi fázisdiagramban szereplő MgO fázis 

likvidusz hőmérsékletét számítottam ki. Amint azt az előbbiekben is írtam, grafikus formában 

meglévő ternér fázisdiagramok izotermáinak digitalizálásával nyertem a kétalkotós likvidusz 

görbék számításához szükséges adatokat, azonban fontosnak tartok bemutatni egy ábrát 

(melyet a számításhoz nem használtam) a kétalkotós MgO-Al2O3 egyensúlyi fázisdiagramról 

is (5.1. ábra). (A számításokhoz felhasznált ternér egyensúlyi fázisdiagram: MgO-Al2O3-CaO, 

5.10. ábra.) 

 

5.1. ábra. A MgO likvidusz görbéje a MgO-Al2O3 kétalkotós egyensúlyi fázisdiagramban [42] 

Az 5.1. táblázatban az értekezésem korábbi részeiben is alkalmazott formában 

mutatom be a számítás fontosabb adatait, a koncentráció és hőmérséklet tartományt, a kezdeti 

értéket, illetve információt a felhasznált adatokról. Az 5.2 táblázatban a likvidusz hőmérséklet 

leírására szolgáló (30.a) egyenlet számított konstansai, illetve a digitalizált és a számított 

hőmérséklet értékek közötti átlagos és legnagyobb eltérések láthatóak. 

Az 5.2. táblázat, illetve az 5.2. ábra alapján megállapítható, hogy 3. fokú polinom 

alkalmazása mellett a digitalizált és a számított hőmérséklet értékek közötti eltérés bőven ±5 

K alatt van, ami a hőmérséklet értékekhez viszonyítva tized %-os eltérést jelent. 
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5.1. táblázat. Alapadatok 5.2. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói MgO, Al2O3  

Az F(
I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(1;0;0) 0,0035415215 

Kristályosodó fázis MgO  A(2;0;0) -0,000047533 

Tartományok 
cAl2O3 (t%) 0 – 55 

 

A(3;0;0) 1,725221E-06 

T (K) 3095 – 2313 B1 5,98043E-05 „i” 2 

Kezdeti értékek 

MgO olvadáspont R
2
 0,999989 

cAl2O3,0 (t%) 0 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

-3,4 

T0 (K) 3095 1,9 

A felhasznált 

adatok  

száma (db) 9 1,6 

formája digitalizált  Legnagyobb %-os eltérés (%) -0,12 

forrása [50]  Átlagos eltérés 
*
 (K) 1,2 

    
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 
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5.2. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése az Al2O3 koncentráció függvényében 

A digitalizált adatokra ESTPHAD módszerrel illesztett likvidusz görbét az 5.3. ábrán 

mutatom be. 

2000

2200

2400

2600

2800

3000

3200

0 10 20 30 40 50 60

cAl2O3 (t%)

T
 (

K
)

Digitalizált adatok

Számított adatok

Számított TMgO

Számított TE

 

5.3. ábra. A MgO kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje  

Olvadék MgO + Olvadék 

MgO 

MgO 
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5.1.2. MgO – CaO rendszer  

Az 5.4. ábrán szereplő MgO-CaO rendszer a feldolgozás sorában a következő lépés. 

A kétalkotós egyensúlyi fázisdiagramot ezúttal is pusztán a MgO fázis likvidusz görbéjének 

reprezentálása céljából mutatom be, a számításokat ezúttal is a MgO-Al2O3-CaO ternér 

fázisdiagram (5.10. ábra) digitalizált izotermái alapján végeztem. 

 

5.4. ábra. A MgO likvidusz görbéje a MgO-CaO kétalkotós egyensúlyi fázisdiagramban [49] 

Az 5.3. táblázat a számításhoz szükséges alapinformációkat, az 5.4. táblázat pedig a 

kiszámított együtthatókat, illetve az eredmények pontosságával kapcsolatos adatokat 

tartalmazza. 

5.3. táblázat. Alapadatok 5.4. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói MgO, CaO  

Az F(
I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(0;1;0) 0,00233877 

Kristályosodó fázis MgO 

 

A(0;2;0) -1,853E-05 

Tartományok 
CCaO (t%) 0 – 67,143 A(0;3;0) 4,284605E-07 

T (K) 3095 – 2573 B1 0,000190543 „i” 2 

Kezdeti értékek 

MgO olvadáspont R
2
 0,9999947 

CCaO,0 (t%) 0 

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

-1,2 

T0 (K) 3095 0,9 

A felhasznált 

adatok  

száma (db) 6 0,8 

formája digitalizált  A legnagyobb %-os eltérés (%) -0,04 

forrása [50]  Átlagos eltérés 
*
 (K) 0,5 

    
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 
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5.5. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a CaO koncentráció függvényében 

A MgO-CaO rendszer MgO fázisának likvidusz hőmérsékletét 6 digitalizált adat 

felhasználásával, 3. fokú polinom illesztésével ±1 K pontossággal számítottam ki. Az A(0;j;0) 

konstansok felhasználásával kapott likvidusz görbe és a digitalizált adatpontok az 5.6. ábrán 

láthatóak. 
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5.6. ábra. A MgO kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje  

5.1.3. MgO – SiO2 rendszer  

A MgO-Al2O3-CaO-SiO2 négyalkotós oxidrendszerben a harmadik binér 

fázisdiagram a MgO-SiO2 egyensúlyi fázisdiagram (5.7. ábra) [42]. (A számításokhoz 

felhasznált ternér egyensúlyi fázisdiagram: MgO-Al2O3-SiO2, 5.16. ábra.) 

Olvadék 

MgO + Olvadék 

MgO 

MgO 
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5.7. ábra. A MgO likvidusz görbéje a MgO-SiO2 kétalkotós egyensúlyi fázisdiagramban [42] 

Ezúttal is táblázatba (5.5., 5.6.) foglaltam a felhasznált adatbázissal, valamint a 

számított eredményekkel kapcsolatos adatokat. 

5.5. táblázat. Alapadatok 5.6. táblázat. A számított adatok 

Fázisdiagram alkotói MgO, SiO2  

Az F(
I

Bc ) függvény 

számított együtthatói 

A(0;0;1) 0,0072474 

Kristályosodó fázis MgO 

 

A(0;0;2) 7,304867E-05 

Tartományok 
CSiO2 (t%) 0 – 36,3 A(0;0;3) -1,3811E-06 

T (K) 3095 – 2143 A(0;0;4) 8,6446E-08 

Kezdeti értékek 

MgO olvadáspont B1 0,000865116 „i” 2 

CSiO2,0 (t%) 0 R
2
 0,999987 

T0 (K) 3095  

A 3 legnagyobb eltérés (K) 

-4,7 

Felhasznált 

adatok  

száma (db) 11  3,5 

formája digitalizált  -3,2 

forrása [42]  A legnagyobb %-os eltérés (%) -0,14 

    Átlagos eltérés 
*
 (K) 1,9 

   
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 
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5.8. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a SiO2 koncentráció függvényében 

Számításaimat 10 digitalizált adat felhasználásával végeztem, elfogadható 

pontosságú likvidusz hőmérséklet értékeket 4. fokú polinom alkalmazásával kaptam. A három 

binér rendszer közül ezúttal jelentek meg a legnagyobb eltérések, ám ezek is ±5 K alatt 

maradtak, ami a digitalizált likvidusz hőmérséklet függvényében 0,14 %-os eltérés. Az 5.9. 

ábrán látható a számított likvidusz görbe a digitalizált pontokkal együtt. 
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5.9. ábra. A MgO kristályosodásának digitalizált és számított likvidusz görbéje  

Olvadék MgO + Olvadék 

MgO 

MgO 
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5.2. Ternér rendszerek 

A kétalkotós számítások során a nonvariáns pontok számítását 0 K eltéréssel tudtam 

elvégezni, azonban nonvariáns pontok a háromalkotós fázisdiagramban is vannak, melyek 

nagy pontosságú számítását szintén biztosítani kell. A 4.1. fejezetrészben bevezetett B1, M1 

paraméterek elvén meghatároztam a ternér rendszerek nonvariáns pontjainak számítására 

alkalmazható egyenletet. 
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NCc ,  ternér rendszer nonvariáns pontjának összetétele (tömeg%) 
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Amennyiben az összetétel móltörtben adott: 
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NBX , , I

NCX ,  a ternér rendszer nonvariáns pontjának összetétele (móltört) 

- I

dBX , ,
I

dCX ,  az adott pontbeli összetétel (móltört) 

A háromalkotós fázisdiagramokban az adott fázis likvidusz hőmérsékletének 

számítása során gyakran nem csak egy nonvariáns pontot kell „rögzíteni”. Ilyen esetekben 

nonvariáns pontonként a ),(, 44

I

C

I

B ccMB  mintájára újabb paramétereket kell az egyenletben 

elhelyezni ( ),(, 55

I

C

I

B ccMB , ),(, 66

I

C

I

B ccMB , …). 

5.2.1. MgO – Al2O3 – CaO rendszer  

A MgO-Al2O3, illetve a MgO-CaO rendszerekben megkapott A(i;0;0), illetve 

A(0;j;0) együtthatók, valamint az 5.10. ábrán látható MgO–Al2O3–CaO ternér rendszer 

likvidusz felületének digitalizálással nyert adatainak felhasználásával kiszámítottam a (3. 

fejezet) 17. egyenletben szereplő ∆FABC függvény paramétereit. A háromalkotós egyensúlyi 

fázisdiagramban a MgO-on kívül a „lime” és a „spinel” fázis rendelkezik kiterjedtebb 
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likvidusz felülettel. Amennyiben az ESTPHAD módszerrel kiszámolom ezen fázisok 

likvidusz hőmérsékletét is, akkor a MgO és a „lime”, valamint a MgO és a „spinel” fázisok 

likvidusz felületeinek metszeteként az eutektikus vályúk meghatározhatóak. A háromalkotós 

rendszer nonvariáns pontjai közül a (MgO+lime+Ca3Al2O6), valamint a 

(MgO+spinel+Ca12Al14O33) ternér eutektikumok kristályosodásának hőmérsékletének nagy 

pontosságú számításáról a B4, M4, illetve a B5, M5 paraméterekkel biztosítottam.  

 

5.10. ábra. A MgO (periclase) fázis likvidusz felületének izotermái a MgO-Al2O3-CaO háromalkotós 

egyensúlyi fázisdiagramban [50] 

A feldolgozás fontosabb adatait az 5.7. táblázat tartalmazza. A táblázatban 

megtalálható a ternér egyensúlyi fázisdiagram digitalizált adatainak összetétel, illetve 

hőmérséklet tartománya, a kezdeti értékek, és a jelen számítás során felhasznált binér 

számításokra történő hivatkozás is. 

Az 5.8. táblázatban a számítások pontosságával kapcsolatos információk és a 

nonvariáns pontok „rögzítésére” szolgáló paraméterek találhatóak, a likvidusz hőmérséklet 

számítására szolgáló ESTPHAD egyenlet ∆FABC függvényének számított A(i;j;0) együtthatói 
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ezúttal külön, az 5.9. táblázatban szerepelnek. Ennek az oka a számított eredmények 

felhasználhatósága, az 5.9. táblázattal mutatom be, hogy mennyi számított adat kell a MgO 

ternér fázis likvidusz hőmérsékletének számításához. Láthatóak az 5.1.1., illetve 5.1.2. 

fejezetrészekben a binér rendszerek likvidusz görbéihez kiszámított A(i;0;0), illetve A(0;j;0) 

együtthatók (hiszen a háromalkotós fázis likvidusz hőmérsékletének számításához ezen 

paraméterek is szükségesek), illetve a ∆FABC függvény A(i;j;0) konstansai is. 

 5.7. táblázat. Alapadatok 5.8. táblázat. A számítások statisztikai adatai 

Fázisdiagram alkotói MgO, CaO, Al2O3  R
2
 0,999541 

Kristályosodó fázis MgO  

A három legnagyobb eltérés (K) 

-13,0 

Tartományok 

cMgO (t%) 8,948 – 100  11,6 

cAl2O3 (t%) 0 – 54,611  -11,2 

cCaO (t%) 0 – 67,054  A legnagyobb %-os eltérés (%) -0,49 

T (K) 3095 – 1773  Átlagos eltérés
*
 (K) 4,4 

Kezdeti 

értékek 

MgO olvadáspont  Nonvariáns pontok számítása: 

cAl2O3, 0 (t%) 0  
Folyamat 

(ABC_1): 
L→MgO+Lime+Ca3Al2O6 

cCaO,0 (t%) 0  B4 0,000158163 „i” 2 

T0 (K) 3095  
Folyamat 

(ABC_2): 
L→MgO+Spinel+Ca12Al14O33 

Felhasznált 

adatok  

száma (db) 101  B5 -8,89537E-05 „i” 2 

formája Digitalizált  
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

forrása [50]    

Felhasznált, ESTPHAD-dal 

számított binér fázisdiagramok 

5.1.1 MgO – Al2O3 

5.1.2 MgO – CaO 
   

5.9. táblázat. A MgO-Al2O3-CaO rendszerben számított együtthatók (A(i;0;0) a MgO-Al2O3 , A(0;j;0) a 

MgO-CaO binér rendszer együtthatói, A(i;j;0) a ternér rendszerben számított paraméterek) 

MgO- (c
I
CaO)

0
 (c

I
CaO)

1
 (c

I
CaO)

2
 (c

I
CaO)

3
 

(c
I
Al2O3)

0
   A(0;1;0) 0,002338775 A(0;2;0) -1,85298E-05 A(0;2;0) 4,2846E-07 

(c
I
Al2O3)

1
 A(1;0;0) 0,00353629 A(1;1;0) 0,000123732 A(1;2;0) -5,13077E-06 A(1;2;0) 6,25695E-08 

(c
I
Al2O3)

2
 A(2;0;0) -4,71873E-05 A(2;1;0) -3,60212E-06 A(2;2;0) 1,12598E-07   

(c
I
Al2O3)

3
 A(3;0;0) 1,72008E-06 A(3;1;0) 5,45469E-08     

A ternér MgO fázis likvidusz hőmérsékletét az 5.9. táblázatban található 

paraméterekkel kevesebb, mint ±15 K eltéréssel tudtam kiszámítani, a legnagyobb eltérés 

nagyságrendileg 0,5 %-a a digitalizált likvidusz hőmérséklet értékének. Az átlagos eltérés 5 K 

alatt van. A digitalizált és a számított likvidusz hőmérséklet eltérése a MgO koncentráció 

függvényében az 5.11. ábrán szerepel. 



Mende Tamás, PhD értekezés Négyalkotós oxidrendszer likvidusz hőmérsékletének számítása 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 88 

-15

-10

-5

0

5

10

15

0 20 40 60 80 100 120 140

cMgO (t%)

T
(d

ig
it
a

liz
á

lt
) 

- 
T

(s
z
á

m
ít
o

tt
) 

(K
) Számított TMgO

2973 K
2873 K
2773 K
2673 K
2573 K
2473 K
2373 K
2273 K
2173 K
2073 K
1973 K
1873 K
1773 K
1673 K
Számított TE(AB)
Számított TE(AC)
Számított TE(ABC_1)
Számított TE(ABC_2)

 

5.11. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a MgO koncentráció függvényében 

(TE(ABC_1) és TE(ABC_2)=eutektikus pontok, ternér rendszer, TE(AB) és TE(AC)=eutektikus pontok, 

binér rendszerek) 

Megfigyelhető az 5.11. ábrán, hogy a nonvariáns pontok esetén a digitalizált és a 

módosított ESTPHAD egyenlettel számított hőmérséklet értékek eltérése 0 K. Az 5.12. ábrán 

a MgO-Al2O3-CaO rendszer MgO fázisának digitalizált és az ESTPHAD módszerrel 

számított likvidusz felületének izotermái láthatóak. Az izotermák a likvidusz felületen 100 K-

enként vannak jelölve, a jelmagyarázatban minden második izoterma hőmérséklete olvasható. 

Azon fázisok neveit is feltüntettem az ábrán, melyek valamely általam „rögzített” eutektikus 

folyamatban kristályosodik. 
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5.12. ábra. A MgO-CaO-Al2O3 fázisdiagramban a MgO fázis likvidusz felületének digitalizált 

és számított izotermái (TE(ABC_1) és TE(ABC_2)=eutektikus pontok, ternér rendszer, TE(AB) és 

TE(AC)=eutektikus pontok, binér rendszerek) 

MgO 

 MgO 
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5.2.2. MgO – CaO – SiO2 rendszer  

Az általam feldolgozott második ternér rendszer a MgO-CaO-SiO2 háromalkotós 

egyensúlyi fázisdiagram (5.13. ábra) volt. A nonvariáns pontok közül a (MgO+lime+ 

CaSiO5), valamint a (MgO+forsterite+Monticellite) ternér eutektikumok kristályosodásának 

hőmérsékletének nagy pontosságú számítását a B4, M4, illetve a B5, M5 paraméterekkel 

biztosítottam. 

 

5.13. ábra. A MgO (periclase) fázis likvidusz felületének izotermái a MgO-CaO-SiO2 háromalkotós 

egyensúlyi fázisdiagramban [42] 

Az 5.10. táblázatban a MgO-CaO-SiO2 rendszer MgO fázisának feldolgozásával 

kapcsolatos adatok láthatóak. Az 5.11. táblázat a legnagyobb eltéréseket, illetve az átlagos 

eltérést tartalmazza. A ternér rendszerben kiszámított együtthatókat ez esetben is külön 

táblázatban gyűjtöttem össze, melyben a MgO-CaO, illetve MgO-SiO2 fázisdiagramoknál 

kiszámított paraméterek is szerepelnek (5.12. táblázat). 
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 5.10. táblázat. Alapadatok 5.11. táblázat. A számítások statisztikai adatai 

Fázisdiagram alkotói MgO, CaO, SiO2  R
2
 0,884026 

Kristályosodó fázis MgO  

A három legnagyobb eltérés (K) 

-22,4 

Tartományok 

cMgO (t%) 13,695 – 100  21,6 

cSiO2 (t%) 0 – 40,145  21,0 

cCaO (t%) 0 – 67,054  A legnagyobb %-os eltérés (%) -0,87 

T (K) 3095 – 1973  Átlagos eltérés
*
 (K) 7,4 

Kezdeti 

értékek 

MgO olvadáspont  Nonvariáns pontok számítása: 

cSiO2,0 (t%) 0  
Folyamat: 

(ACD_1) 
L→MgO+Lime+Ca2SiO5 

cCaO,0 (t%) 0  B4 0,005597499 „i” 2 

T0 (K) 3095  
Folyamat 

(ACD_2): 
L→MgO+Forsterite+Monticellite 

Felhasznált 

adatok  

száma (db) 109  B5 0,004815239 „i” 2 

formája digitalizált  
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

forrása [42]    

Felhasznált, ESTPHAD-dal 

számított binér 

fázisdiagramok 

5.1.2. MgO – CaO 

5.1.3. MgO – SiO2 
   

5.12. táblázat. A MgO-CaO-SiO2 rendszer számított együtthatói (A(0;0;i)i a MgO-SiO2, A(0;j;0) a MgO-

CaO binér rendszer együtthatói, A(0;j;i) a ternér rendszerben számított paraméterek) 

MgO- (c
I
CaO)

0
 (c

I
CaO)

1
 (c

I
CaO)

2
 (c

I
CaO)

3
 

(c
I
SiO2)

0
   A(0;1;0) 0,002338775 A(0;2;0) -1,85298E-05 A(0;3;0) 4,2846E-07 

(c
I
SiO2)

1
 A(0;0;1) 0,007365933 A(0;1;1) 5,21713E-05 A(0;2;1) -1,00771E-06 A(0;3;1) 6,43448E-09 

(c
I
SiO2)

2
 A(0;0;2) 5,13404E-05 A(0;1;2) -7,65795E-06 A(0;2;2) 6,61071E-08   

(c
I
SiO2)

3
 A(0;0;3) -2,29012E-07 A(0;1;3) 1,22266E-07     

(c
I
SiO2)

4
 A(0;0;4) 6,79578E-08       

A digitalizált és a számított hőmérséklet értékek eltérése a MgO koncentráció 

függvényében az 5.14. ábrán szerepelnek. 
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5.14. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a MgO koncentráció függvényében 

(TE(AC) és TE(AD)=eutektikus pontok, binér rendszerek, TE(ACD_1) és TE(ACD_2)=eutektikus pontok, 

ternér rendszerek) 

A MgO-CaO-SiO2 rendszer MgO fázisának likvidusz hőmérsékletét ±25 K eltérésen 

belül, átlagosan 7,3 K eltéréssel tudtam kiszámítani. A legnagyobb eltérés a digitalizált 

hőmérséklethez viszonyítva -0,87 %, amely teljesíti a ±1 %-os határt. 

A számított likvidusz felület izotermáit, és a digitalizált adatpontokat is tartalmazza 

az 5.15. ábra. Az izotermák ezúttal is 100 K-enként vannak ábrázolva. 
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5.15. ábra. A MgO-CaO-SiO2 fázisdiagramban a MgO fázis likvidusz felületének digitalizált és 

számított izotermái (TE(AC) és TE(AD)=eutektikus pontok, binér rendszerek, TE(ACD_1) és 

TE(ACD_2)=eutektikus pontok, ternér rendszerek) 

MgO 
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5.2.3. MgO – Al2O3 – SiO2 rendszer  

Végül a harmadikként feldolgozott fázisdiagram a ternér rendszerek közül a MgO-

Al2O3-SiO2 rendszer. A feldolgozott egyensúlyi fázisdiagram az 5.16 ábrán látható. 

 

5.16. ábra. A MgO (periclase) likvidusz felületének izotermái a MgO-Al2O3-SiO2 háromalkotós 

egyensúlyi fázisdiagramban [42] 

Az 5.13. táblázatban a feldolgozáshoz, illetve a számítások felhasználásához 

szükséges adatokat, az 5.14. táblázatban a kiszámított paraméterekkel előállított likvidusz 

hőmérséklet és a digitalizált értékek közötti legnagyobb és átlagos eltéréseket foglaltam össze. 

Az 5.15. táblázatban a háromalkotós rendszerben számított konstansok, illetve a MgO-Al2O3, 

és MgO-SiO2 binér fázisdiagramoknál kiszámított paraméterek láthatóak. 
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 5.13. táblázat. Alapadatok 5.14. táblázat. A számítások statisztikai adatai 

Fázisdiagram alkotói MgO, Al2O3, SiO2  R
2
 0,998868 

Kristályosodó fázis MgO  

A három legnagyobb eltérés (K) 

12,3 

Tartományok 

cMgO (t%) 47,339 – 100  10,0 

cSiO2 (t%) 0 – 35,462  8,2 

cAl2O3 

(t%) 
0 – 52,661  A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,48 

T (K) 3095 – 2073  Átlagos eltérés
*
 (K) 3,1 

Kezdeti 

értékek 

MgO olvadáspont  Nonvariáns pontok számítása: 

cSiO2,0 

(t%) 
0  Folyamat: L→(Periclase+Forsterite+Spinel) 

cAl2O3,0 

(t%) 
0  B4 0,002234415 „i” 2 

T0 (K) 3095  
*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

Felhasznált 

adatok  

száma 

(db) 
106   

formája digitalizált      

forrása  [42]    

Felhasznált ESTPHAD-dal 

számított binér 

fázisdiagramok 

5.1.1. MgO – Al2O3 

5.1.3. MgO – SiO2 
   

5.15. táblázat. A MgO-Al2O3-SiO2 rendszerben számított együtthatók (A(0;0;i) a MgO-SiO2, A(j;0;0) a 

MgO-Al2O3 binér rendszer együtthatói, A(0;j;i) a ternér rendszerben számított paraméterek) 

MgO- (c
I
Al2O3)

0
 (c

I
 Al2O3)

1
 (c

I
 Al2O3)

2
 (c

I
 Al2O3)

3
 

(c
I
SiO2)

0
   A(1;0;0) 0,00353629 A(2;0;0) -4,71873E-05 A(3;0;0) 1,72008E-06 

(c
I
SiO2)

1
 A(0;0;1) 0,007365933 A(1;0;1) -6,56804E-05 A(2;0;1) 4,56896E-06 A(3;0;1) 2,53242E-08 

(c
I
SiO2)

2
 A(0;0;2) 5,13404E-05 A(1;0;2) 7,1885E-06 A(2;0;2) 5,91648E-08   

(c
I
SiO2)

3
 A(0;0;3) -2,29012E-07 A(1;0;3) 4,20443E-08     

(c
I
SiO2)

4
 A(0;0;4) 6,79578E-08       
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5.17. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a MgO koncentráció függvényében 

(TE(ABC)= eutektikus pont, ternér rendszer, TE(AB), TE(AC)= eutektikus pont, binér rendszerek) 

A ternér fázis likvidusz hőmérsékletét ±15 K-nél kisebb eltéréssel, átlagosan 3,2 K 

hibával számítottam. A legnagyobb eltérés a digitalizált hőmérséklethez viszonyítva fél %-os 

eltérés. A MgO fázis számított és a digitalizált izotermái az 5.18 ábrán láthatóak. 
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5.18. ábra. A MgO-Al2O3-SiO2 fázisdiagramban a MgO fázis likvidusz felületének digitalizált és 

számított izotermái (TE(ABC)=ternér rendszer, eutektikus pont, TE(AB), TE(AC)=binér rendszerek, 

eutektikus pont) 

5.3. Kvaternér rendszer 

A háromalkotós rendszerekhez hasonlóan a négyalkotós fázisdiagramban is 

megjelennek olyan nonvariáns pontok, melyek a kevesebb alkotót tartalmazó alrendszerekben 

nem voltak jelen. A kvaternér rendszer nonvariáns pontjának nagy pontosságú számítására 

kibővítettem az eddig alkalmazott egyenletet. 

MgO 

  MgO 



Mende Tamás, PhD értekezés Négyalkotós oxidrendszer likvidusz hőmérsékletének számítása 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 95 

 


m

I

D

I

C

I

BmmABCD

ternérbinérternérbinér

I

D

I

C

I

BL
cccMBFMBMBFF

T
cccT

));;(()()(1
);;( 0

 (46) 

ahol: -m a négyalkotós alrendszerekben rögzített nonvariáns pontok száma 

Az );;( I

D

I

C

I

Bm cccM  szorzó meghatározására a következő egyenletet írtam fel: 

i
I

dD

I

ND

i
I

dC

I

NC

i
I

dB

I

NB

I

D

I

C

I

Bm

cccccc
cccM

,,,,,,1

1
);;(


  (47) 

ahol: - I

NBc , , I

NCc , , I

NDc ,  négyalkotós rendszer nonvariáns pontjának összetétele (t%) 

- I

dBc , , I

dCc , , I

dDc ,  az adott pontbeli összetétel (tömeg%) 

Amennyiben az összetétel móltörtben adott: 

     iI

dD

I

ND

i
I

dC

I

NC

i
I

dB

I

NB

I
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I

C

I

Bm

XXXXXX
XXXM

,,,,,, 1001001001

1
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 (47.a) 

ahol: - I

NBX , , I

NCX , , I

NDX ,  négyalkotós rendszer nonvariáns pontjának összetétele 

(móltört) 

- I

dBX , ,
I

dCX , ,
I

dDX ,  az adott pontbeli összetétel (móltört) 

Amennyiben nem csak egy nonvariáns pontot kell „rögzíteni”, nonvariáns 

pontonként a );;(, 11

I

D

I

C

I

Bnn cccMB   mintájára újabb paramétereket kell az egyenletben 

elhelyezni ( );;(, 22

I

D

I

C

I

Bnn cccMB  , );;(, 33

I

D

I

C

I

Bnn cccMB  , …). 

5.3.1. MgO – CaO – Al2O3 – SiO2 rendszer  

A négyalkotós MgO-Al2O3-CaO-SiO2 oxid rendszerben található MgO fázis 

likvidusz hőmérsékletét a kvaternér rendszer 5 t%, 10 t%, …, 30 t% Al2O3 tartalmú ternér 

metszetein [42] látható izotermák (5.19. ábra) digitalizálásával, valamint az előző 

fejezetrészekben kiszámított függvények felhasználásával számítottam ki. A számításokat a 

tiszta MgO-hoz viszonylag közel eső tartományban, 100-60 t% MgO koncentráció között 

végeztem, mivel a fázisdiagram metszetek pontossága a háromalkotós fázisdiagramokkal 

összehasonlítva ezen tartományon túl nem bizonyult megfelelőnek. Értelemszerűen így 

kvaternér nonvariáns pontok számításával nem foglalkozom. 
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5.19. ábra. A MgO (Per) fázis a MgO-Al2O3-CaO-SiO2 négyalkotós egyensúlyi fázisdiagram 5 t%, 10 t%, 

15 t%, 20 t%, 25 t% és 30 t% Al2O3-ot tartalmazó ternér metszeteiben [42] 
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Az 5.16. táblázatban találhatóak a négyalkotós rendszer MgO fázisának likvidusz 

hőmérsékletének számításához szükséges alapadatok, hőmérséklet és koncentráció 

tartományok, kezdeti értékek, és a felhasznált binér, ternér ESTPHAD számítások. Az 5.17. 

táblázatban az átlagos és a legnagyobb eltérések láthatóak, az 5.18. táblázatban pedig a 

négyalkotós rendszerben számított paraméterek. Ezúttal nem másoltam be a kevesebb alkotós 

alrendszerekben számított konstansokat, de a négyalkotós rendszerben található MgO fázis 

likvidusz hőmérsékletének számításához szükséges az 5.9., 5.12. és az 5.15. táblázat adatai is. 

5.16. táblázat. Alapadatok 

Fázisdiagram alkotói MgO, CaO, Al2O3, SiO2 Kristályosodó fázis MgO 

Tartományok 

cMgO (t%) 60,107 – 100 cCaO (t%) 0 – 29,203 

cAl2O3 (t%) 0 – 30,000 cSiO2 (t%) 0 – 30,731 

T (K)        3095 – 2273 

Kezdeti értékek 

MgO olvadáspont 

cCaO,0 (t%) 0 cAl2O3,0 (t%) 0 

cSiO2,0 (t%) 0 T0 (K) 3095 

Felhasznált adatok  száma (db) 80 formája digitalizált forrása [42] 

Felhasznált, ESTPHAD-dal 

számított binér fázisdiagramok 
5.1.1. MgO – Al2O3 5.1.2. MgO – CaO 5.1.3. MgO – SiO2 

Felhasznált, ESTPHAD-dal 

számított ternér fázisdiagramok 

5.2.1. 

MgO – CaO – Al2O3 

5.2.2. 

MgO – CaO – SiO2 

5.2.3. 

MgO – Al2O3 – SiO2  

  5.18. táblázat. A MgO-CaO-Al2O3-SiO2 

 5.17. táblázat. A számítások statisztikai adatai  négyalkotós rendszer számított koefficiensei 

R
2
  0,968365  A(1;1;1) -0,000358061 

A három legnagyobb eltérés (K) 

22,5  A(2;1;1) 1,94582E-05 

-20,3  A(1;2;1) 1,80125E-05 

20,2  A(1;1;2) 1,45163E-05 

A legnagyobb %-os eltérés (%) 0,81  A(3;1;1) -5,65531E-07 

Átlagos eltérés (K)
*
 8,2  A(2;2;1) -3,33077E-07 

*
Az összes eltérés abszolút értékéből számítva. 

 
 A(1;3;1) -2,96535E-07 

  A(2;1;2) -5,86277E-08 

  A(1;2;2) -4,18253E-07 

  A(1;1;3) -1,4937E-07 

  A(4;1;1) 6,34581E-09 

  A(3;1;2) -1,99187E-09 

  A(2;1;3) -1,24744E-08 
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Az 5.20. ábrán látható a digitalizált és a számított hőmérséklet értékek eltérése a 

négyalkotós rendszerben. A likvidusz hőmérsékletet ±25 K-nél kisebb eltéréssel, átlag 8,2 K 

hibával számítottam. A legnagyobb eltérés a digitalizált hőmérséklet értékekhez viszonyítva 

kevesebb, mint 1 %, 0,81 %. Figyelembe véve, hogy a magas, 2-3000 K-es hőmérséklet 

tartományban milyen pontossággal lehet a likvidusz hőmérséklet méréseket elvégezni, az 1%-

nál kisebb eltérés jónak mondható. 
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 5.20. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése a MgO koncentráció 

függvényében  

Az 5.21. ábrán az 5% Al2O3 tartalmú ternér metszet likvidusz felületének digitalizált 

és számított izotermái láthatóak. 
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 5.21. ábra. A négyalkotós rendszer 5 % Al2O3-ot tartalmazó ternér metszete, a 

digitalizált és a számított izotermák (részlet) 

MgO 
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A két-, három-, és négyalkotós rendszerek feldolgozása után megállapítottam, hogy 

az ESTPHAD módszer alkalmas háromnál több alkotós egyensúlyi fázisdiagramban szereplő 

fázis likvidusz hőmérsékletének megfelelő pontosságú feldolgozására, kiszámítására, hiszen a 

számítások során előforduló legnagyobb hiba is a digitalizált likvidusz hőmérséklet érték 

kevesebb, mint 1%-a volt. 

Megállapításaim: 

 A kétalkotós rendszerek nonvariáns pontjainak nagy pontosságú számítására 

kidolgozott, módosított ESTPHAD egyenletet kiterjesztettem három- és 

többalkotós fázisdiagramokban található nonvariáns pontok esetére. 

 A módosított ESTPHAD egyenlettel a nonvariáns pontok 0 K eltéréssel, a 

likvidusz hőmérséklet pedig –a digitalizált hőmérséklethez viszonyítva– 

kevesebb, mint 1 % eltéréssel számítható két-, három- és négyalkotós 

rendszerekben. 
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6. A SZÁMÍTÁSHOZ FELHASZNÁLT ADATMENNYISÉG 

HATÁSA A SZÁMÍTOTT EREDMÉNYEK PONTOSSÁGÁRA 

Amint azt a korábbiakban is leírtam, az ESTPHAD módszerrel feldolgozható adatok 

lehetnek grafikus formában meglévő egyensúlyi fázisdiagramok, mért adatok, illetve egyéb 

módszerrel (pl. CALPHAD) számított fázisdiagram is. Értelemszerűen az első és a harmadik 

esetben lényegében tetszőleges mennyiségű koncentráció-hőmérséklet adatpárt lehet felvenni 

az ESTPHAD számítások elvégzéséhez, azonban a mért adatok száma adott. Munkám során 

számos alkalommal felmerült kérdésként, hogy (például) a likvidusz hőmérséklet megfelelő 

pontosságú leírásához minimálisan hány adatpontra van szükség, mekkora az a legkisebb 

adatmennyiség, amelyet feldolgozva az elvárt pontosságú eredményeket kapjuk. 

Elsősorban azonban nem a már meglévő mérési adatbázisok miatt fontos tudni ezt az 

adatszámot, hanem például ötvözetek likvidusz hőmérséklet-mérési terveinek elkészítésénél is 

nagy jelentőséggel bír a minimálisan elegendő adatmennyiség meghatározása, hiszen ismerve 

az ESTPHAD módszer „adatigényét” optimálisan megtervezhető a mintadarabok száma. 

Az ESTPHAD módszer minimális adatszükségletének meghatározására a következő 

vizsgálati tervet dolgoztam ki: 

1) Grafikus formában meglévő egyensúlyi fázisdiagramok likvidusz görbéit 

digitalizálom oly módon, hogy 2-300 koncentráció-hőmérséklet adatpárom 

legyen. Lényegében a digitalizáló program „felbontóképességének” határát 

jelentő módon, a szoftver engedte minimális (vagy ahhoz közeli) léptékkel 

gyűjtöm az adatokat. 

2) Ezt követően az összes adatot tartalmazó adatbázis felhasználásával 

meghatározom az adott likvidusz görbét leíró ESTPHAD egyenlet A(i) 

paramétereit, valamint a digitalizált és a számított hőmérséklet eltéréseit a 

szokásos módon elemzem. 

3) Kidolgoztam egy „adatbázis csökkentő algoritmust”. Az 1) pontban 

digitalizált adatok száma legyen „m”, „k” a csökkentési lépések száma, „n” 

pedig a csökkentett adatbázisban szereplő adatok mennyisége, mely 

természetesen a „k”-tól függ. (A teljes adatbázis esetén értelemszerűen: m = 

n, és k = 0.) Peremfeltételként meghatároztam, hogy az adatbázisban 

szereplő első és utolsó értéket nem lehet törölni, hiszen ezen adatok 
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elvesztésével csökkenne a meghatározott ESTPHAD egyenlet érvényességi 

területe, mert az eredeti adatbázis összetétel tartományát nem fedné le teljes 

egészében. Az első és utolsó adatpont közötti adathalmazt kell csökkenteni, 

méghozzá egyforma lépésenként, hogy megfelelően követni lehessen az 

adatbázis méretének csökkenésével a számított adatok pontosságának 

változását. A lépésenkénti csökkentést a két végpont közötti adathalmaz 

felezésében határoztam meg, méghozzá oly módon, hogy minden második 

adat törlendő, és az első törlendő adat mindig az adatbázis első pontját 

(amelyet definíció szerint megtartok) követő érték. Az „adatbázis csökkentő 

algoritmusban” az adott lépésben meglévő adatbázis nagysága a 

következőképpen számítható: 

2
2

2
)( 




k

m
kn  (48) 

A 48. egyenlettel tört értéket is kaphatunk, ez esetben az érték egészrésze 

jelenti az adatbázis nagyságát (pl.: n = 26,5 érték 26 db adatot jelent).  

4) A különböző lépésekben előállított adatbázisok mindegyikénél –„n(k)” 

darab adatpárból– meghatározom az ESTPHAD egyenlet A(i)n/m 

paramétereit. A kiszámított paraméterek segítségével a teljes adatbázisra 

(tehát minden egyes „m” darab digitalizált összetételnél) elvégzem a 

likvidusz hőmérséklet kiszámítását, és elemzem a számítások pontosságát. 

Az eltéréséket összehasonlítom a 2) lépésben –teljes adatbázis alapján– 

számoltakkal.  

5) A minimálisan szükséges adatmennyiség meghatározása. Az adatbázist addig 

csökkentem, ameddig a csökkentett adatbázisban előállított A(i)n/m 

paraméterek felhasználásával az összes „m” db adat esetében a digitalizált és 

a számított érték eltérése a digitalizált hőmérséklethez viszonyítva ±1 %-on 

belül marad. Amennyiben ennél nagyobb eltérés jelenik meg bármely 

pontnál, az adatmennyiséget nem elegendőnek tekintem. 

A minimális adatmennyiség vizsgálatát különböző rendszerek likvidusz görbéinek 

feldolgozásával végeztem el. Az alábbiakban eltekintek az egyes számítások részletes 

ismertetésétől, a digitalizált és a számított értékek eltérését minden likvidusz görbe esetén egy 

közös, az összes lépést magába foglaló ábrán mutatom be.  
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Első vizsgálatomban a MgO-Al2O3 binér egyensúlyi fázisdiagram [50] MgO-ban dús 

fázis likvidusz görbéjének (5.1. ábra) feldolgozásával foglalkoztam. 188 adatból indultam ki, 

majd 95, 48, 25, 13, illetve 7 adatig csökkentettem a mennyiséget az előbbiekben leírt 

szisztémának megfelelően. A 6.1. ábrán mutatom be a különböző lépésekben a számításban 

résztvevő adatok összetételét. A likvidusz görbét az elejétől a végéig azonos hőmérséklet 

léptékekkel digitalizáltam (4,5 K), így a likvidusz görbe alakja miatt (0-10 % Al2O3 tartalom 

között kisebb a meredeksége a görbének) az alacsonyabb Al2O3 koncentráció tartományban 

kevesebb adat van a görbéről, mint a további részeken. Ebből következően az ilyen 

bonyolultabb alakú likvidusz görbék esetén a minden második adat törlésével véghez vitt 

adatcsökkentéssel olyan adatbázist kapok, amely az adatok eloszlására nézve nem egyenletes, 

a görbe bizonyos részeiről (jelen esetben elejéről) kevesebb adat áll rendelkezésre. A 

csökkentett adatbázisú vizsgálatok esetén megfigyelhető a digitalizált és számított értékek 

különbségét elemezve, hogy ezen 0-10% Al2O3 tartományban jelennek meg az egész számítás 

legnagyobb (de még így is elfogadható mértékű) eltérései. Ez egyrészt a görbealak ezen 

részének nehezebb illeszthetőségének, másrészt az adatok hiányának köszönhető.  

A minden második adat törlésével lényegében a hőmérséklet értékek tekintetében 

történik egyenletesen az adatok csökkentése. Végeztem azonban olyan vizsgálatot is, melyben 

az adatcsökkentést a koncentráció szempontjából egyenletes eloszlással hajtottam végre, a 

számításban 5 tömeg %-onként (Al2O3), majd 10 tömeg %-onként voltak adatok (6.1. ábra, 

e12, e7 adatsor). Mint említettem, a likvidusz görbe alakjában 0-10% Al2O3 tartalom között 

történik érdemi változás, a további részekben viszonylag egyenletes meredekséggel csökkenő 

tendenciát mutat. Kíváncsi voltam arra is, hogy amennyiben a változó meredekségű 

tartományból több adatot emelek be a számításba, tehát súlyozom ezt a görbe szakaszt, akkor 

a görbe elején a vizsgálataim elején tapasztalható nagyobb eltérés csökkenthető-e (6.1. ábra, 

s16, s13, s7 adatsor). 
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6.1. ábra. Az adatbázis csökkentésének lépései. A felezve csökkentett (188;…;7), a súlyozottan csökkentett 

(s16;s13;s7), valamint a koncentráció szempontjából egyenletesen csökkentett (e12;e7) adatbázis, a 

számításokban részt vevő összetételek halmaza (MgO-ban dús fázis, MgO-Al2O3 rendszer) 

Mind a 188 pontban kiszámítottam a likvidusz hőmérsékletet az összes, eltérő 

adatmennyiségek felhasználásával előállított ESTPHAD függvénnyel, a digitalizált és a 

számított értékek közötti különbség a 6.2. ábrán látható. Az (a) részen a felezve csökkentett 

adatbázisok számításai, a (b) részen a súlyozottan, illetve az összetétel szempontjából 

egyenletesen csökkentett adatbázisok eredményei láthatóak. 
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6.2. ábra. A digitalizált és a számított adatok eltérése a SiO2 koncentráció függvényében. (a) felezve 

csökkentett, (b) súlyozottan és egyenletes összetétel léptékkel csökkentett adatbázisok esetén. (MgO-ban 

dús fázis, MgO-Al2O3 rendszer) 

A 6.1. táblázatban a számított és digitalizált értékek közötti legnagyobb pozitív és 

negatív irányú eltérések, az összes eltérés abszolút értékéből számított átlagos eltérés, 

valamint az adott pontbeli digitalizált hőmérséklethez viszonyított legnagyobb pozitív, illetve 

negatív irányú %-os eltérés látható. 

(a) (b) 
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6.1. táblázat. A digitalizált és a különböző nagyságú adatbázisokkal számított likvidusz hőmérséklet 

értékek eltérése (mind a 188 adatnál számítva, MgO-Al2O3, MgO fázis [50]) 

Adatmennyiség 

(db) 

Eltérés kelvinben 
Eltérés a digitalizált 

hőmérséklet %-ában 

Legnagyobb,+ 

(K) 

Legnagyobb,- 

(K) 

Átlagos 

(K) 

Legnagyobb,+ 

(%) 

Legnagyobb,- 

(%) 

188 4,0 -6,8 1,9 0,15 -0,22 

95 4,0 -7,0 1,9 0,15 -0,23 

48 4,1 -7,1 1,9 0,15 -0,23 

25 4,3 -7,8 2,0 0,15 -0,25 

13 4,1 -9,7 2,1 0,14 -0,32 

7 3,7 -14,1 2,5 0,13 -0,46 

Súlyozott 16 4,4 -5,7 2,1 0,18 -0,18 

Súlyozott 13 4,6 -5,6 2,2 0,16 -0,18 

Súlyozott 7 4,7 -6,4 2,3 0,16 -0,21 

Egyenletes 12 4,6 -5,5 2,2 0,19 -0,18 

Egyenletes 7 4,4 -6,6 2,1 0,18 -0,21 

Az eltérések ismeretében (a digitalizált hőmérséklethez viszonyítva az eltérés 0,5 % 

alatt van) kijelenthető, hogy az ESTPHAD módszer és 6-7 mért (digitalizált) adat 

felhasználásával megfelelő pontossággal le lehet írni a MgO fázis likvidusz görbéjét. 

Amennyiben a görbe bonyolultabb része súlyozottan szerepel a számításokban, vagy pedig ha 

egyenletes koncentráció eloszlással bír az adatbázis (pl. 10 % Al2O3-onként egy mért adat), és 

így nem marad ki a polinom illesztés folyamatából egyik nagyobb görberész sem, akkor az 

eltérés 7 adat felhasználása esetén is maximum 0,21 %-a a digitalizált hőmérsékletnek.  

A 6.3. ábra (a) részén az átlagos eltérések változása látható a hőmérséklet számítás 

során felhasznált adatmennyiség függvényében. 188 adatból kiindulva lehet látni a felező 

csökkentést, illetve látható a súlyozott, valamint az egyenletes koncentráció eloszlást követő 

csökkentés eredményei is 20 alatti adatszám esetén (a különbség a 3 eljárás között itt 

mutatkozik meg). A (b) részen a felezve csökkentett adatbázisok alapján kiszámított likvidusz 

görbék láthatóak, megfigyelhető, hogy még a legnagyobb átlagos eltérést mutató 7 adatos 

illesztés sem tér el jelentősen a többi görbétől. Az ábrán a 188 digitalizált pontot nem 

tüntettem fel, mert akkor a számított vonalak nem látszódnának, és a lényeg ez esetben a 

különböző adatmennyiségű számítások egymástól való eltérése, illetve esetünkben egyezése. 

A túl sok vonal elkerülése érdekében a felezve csökkentett 7 db adatot tartalmazó számításnál 

eleve pontosabb súlyozott és egyenletes koncentráció eloszlást követő adatbázisok számításait 

sem tüntettem fel, hiszen belátható, hogy ezek az ábrán is szereplő görbék közé esnének. 
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6.3. ábra. (a) A digitalizált és a számított adatok átlagos eltérése a számításban résztvevő adatmennyiség 

függvényében, (b) a különböző adatmennyiség mellett kapott A(i) paraméterekkel számított likvidusz 

görbék (MgO-ban dús fázis, MgO-Al2O3 rendszer) 

Ezt követően a MgO-CaO rendszer MgO-ban dús fázisának likvidusz görbéjével 

(5.4. ábra) foglalkoztam  [50]. 298 digitalizált adattal kezdtem a számítást, majd 6 lépésben 

csökkentettem az adatok számát (6.4. ábra: 150db; 76db; 39db; 20db; 11db; 6db).  
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6.4. ábra. Az adatbázis csökkentésének lépései. A felezve csökkentett (298;…;6) és a koncentráció 

szempontjából egyenletesen csökkentett (e15;e8) adatbázis, a számításokban résztvevő összetételek 

halmaza (MgO-ban dús fázis, MgO-CaO rendszer) 

A különböző méretű adatbázisoknál kiszámított A(i)n/m paraméterek segítségével 

minden csökkentés alkalmával meghatároztam mind a 298 digitalizált adatpontban a likvidusz 

hőmérsékletet, és összehasonlítottam a digitalizált értékekkel. A 6.5. ábrán láthatóak az 

eltérések a különböző adatmennyiségű számítások (a), illetve az egyenletes koncentráció 

eloszlású, 15 és 8 adatot tartalmazó adatbázisok (b) esetén. 

(a) (b) 
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6.5. ábra. A digitalizált és a számított adatok eltérése a CaO koncentráció függvényében. (a) felezve 

csökkentett, (b) egyenletes összetétel léptékkel csökkentett adatbázisok esetén. (MgO-ban dús fázis, MgO-

CaO rendszer) 

Mivel a MgO-CaO rendszerben található MgO fázis likvidusz görbéjének 

viselkedésében nincs a különböző összetétel tartományokban lényegesebb eltérés, így látható 

a 6.5. ábra (a) és (b) része alapján, hogy mind az adatbázist felezve csökkentett (a), mind 

pedig az egyenletes koncentráció eloszlást megtartó csökkentési eljárással (b) hasonló 

pontosságú eredményeket kaptam. A 6.2. táblázatban olvashatóak a pozitív és negatív 

tartományba eső legnagyobb eltérések, az összes eltérés abszolút értékéből számított átlagos 

eltérés, valamint az adott pontbeli digitalizált hőmérséklethez viszonyított legnagyobb 

százalékos eltérés, szintén pozitív és negatív irányban.  

6.2. táblázat. A digitalizált és a különböző nagyságú adatbázisokkal számított likvidusz hőmérséklet 

értékek eltérése (mind a 298 adatnál számítva, MgO-CaO rendszer, MgO fázis [50]) 

Adatmennyiség 

(db) 

Eltérés kelvinben 
Eltérés a digitalizált 

hőmérséklet %-ában 

Legnagyobb,+ 

(K) 

Legnagyobb,- 

(K) 

Átlagos 

(K) 

Legnagyobb,+ 

(%) 

Legnagyobb,- 

(%) 

298 1,9 -2,3 0,6 0,07 -0,09 

150 1,9 -2,3 0,6 0,07 -0,08 

76 2,0 -2,3 0,6 0,07 -0,08 

39 1,9 -2,3 0,6 0,07 -0,08 

20 1,9 -2,3 0,6 0,07 -0,08 

11 1,9 -2,3 0,6 0,07 -0,09 

6 2,2 -1,8 0,7 0,08 -0,06 

Egyenletes 15 1,9 -2,3 0,6 0,07 -0,08 

Egyenletes 8 2,3 -2,1 0,6 0,09 -0,08 

(a) (b) 
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A számításban résztvevő adatok számának jelentős csökkentésével sem nő meg 

szignifikánsan az átlagos eltérés, és 6 digitalizált adattal is (melyek természetesen az 

adatbázist eloszlásukkal reprezentatív módon jellemzik) a digitalizált hőmérséklet értékhez 

viszonyított ±0,1 %-on belüli eltéréssel számítható a likvidusz hőmérséklet.  

A 6.6. ábra (a) részén a felezve csökkentett, illetve az egyenletes koncentráció 

eloszlással 15, illetve 8 adatot tartalmazó adatbázis esetén mutatom be az átlagos eltérések 

változását a számításhoz felhasznált adatmennyiség függvényében. A (b) részen a kiszámított 

likvidusz görbék láthatóak, az előző fejezetrészhez hasonlóan a digitalizált adatok feltüntetése 

nélkül.  
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6.6. ábra. (a) A digitalizált és a számított adatok eltérése a számításban résztvevő adatmennyiség 

függvényében, (b) a különböző adatmennyiség mellett kapott A(i)n/m paraméterekkel számított likvidusz 

görbék (MgO-ban dús fázis, MgO-CaO rendszer) 

Megfigyelhető az ábrán, hogy az adatbázis csökkentése (298-ról 6 adatra) a számított 

eredmények pontosságára gyakorlatilag nincs hatással, hiszen a 6 megfelelően kiválasztott 

adat segítségével majdnem ugyanolyan pontossággal (átlag 0,72 K eltérés) lehet kiszámítani 

bármely 298 pontban a likvidusz hőmérsékletet, mint ha mind a 298 adat szerepelne a 

regressziós számításban (átlag 0,60 K eltérés). Ennek megfelelően a számított likvidusz 

görbék egymással szinte tökéletes fedésben vannak.  

Az elvégzett vizsgálataim alapján kijelenthető, hogy egy-egy likvidusz görbe 

leírásához nem szükséges nagyon sok adatpont rögzítése, hanem a számított eredmények 

pontosságának lényegi romlása nélkül elegendő 6-7 (megfelelően reprezentatív koncentráció 

eloszlású) összetételnél meghatározni a likvidusz hőmérsékletet. Figyelembe véve, hogy a 

bonyolultabb likvidusz görbék esetén a számított polinomok fokszáma elérheti az 5-öt is, az 

(a) (b) 
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pedig egyértelmű, hogy 6-7 adatpontra veszélyes ötödfokú egyenletet illeszteni, ezért 

javaslom, hogy az alkalmazandó polinom fokszámának kétszerese, de minimum 6 adat legyen 

a szükséges mérési adatbázis nagysága. (6.3. táblázat) 

6.3. táblázat. A különböző fokszámú polinomok esetén 

szükséges mért adatok száma 

Az alkalmazandó 

polinom fokszáma (i) 

Szükséges mért adatok száma 

D(i) 

2. fok D(i) = (A minimális) 6 db 

3. fok D(i) = i * 2 = 3 * 2 = 6 db 

4. fok D(i) = i * 2 = 4 * 2 = 8 db 

5. fok D(i) = i * 2 = 5 * 2 = 10 db 

Megállapításaim: 

 Az ESTPHAD egyenletben szereplő, a számítás során alkalmazott polinom 

fokszámának függvényében meghatároztam a likvidusz görbék leírásához 

szükséges minimális adatmennyiséget.  

 Az általam meghatározottnál nagyobb adatmennyiség nem eredményez 

szignifikánsan nagyobb számítási pontosságot, a likvidusz görbe leírásához 

nem szükséges sok adatpont rögzítése. 
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7. MÉRÉSI HIBA KERESŐ ALGORITMUS KIDOLGOZÁSA 

Az előző fejezetben bemutatott vizsgálatok alapján megállapítottam, hogy kevés és 

alkalmasan megválasztott összetételű próbadarab likvidusz hőmérsékletének mérésével és az 

adatok ESTPHAD módszerrel történő feldolgozásával a fázisok likvidusz görbéje megfelelő 

pontossággal kiszámítható. Lényeges kérdés lehet azonban a meglévő adatokból az esetleges 

mérési hibák megtalálása és eltávolítása.  

7.1. A mérési hibás adatok kiszűrésének fontossága  

Az egyensúlyi fázisdiagram számítás eredményeként kapott adatok elemzése során 

találkozhatunk különböző nagyságú eltérésekkel, melyek eredetét hibaanalízissel tisztázni 

kell. A mérési hibás adatok kiszűrése és törlése érdekében fontosnak tartom megkülönböztetni 

az ESTPHAD módszerrel számított hőmérséklet értékekben megjelenő hibák eredetét. Mérési 

adatok közvetlen feldolgozása során „mérési hibáról” és „számítási hibáról” is beszélhetünk, 

hiszen sem a mérés, sem a számítás nem lehet tökéletesen pontos. A mérési hiba a „valódi” és 

a „mért” hőmérséklet közötti eltérést jelenti, az ESTPHAD módszer számítási hibája pedig a 

„mért” és a „számított” hőmérséklet közötti különbséget. Ezt összegezve, a „valódi” 

hőmérséklet és a számított értékek között mérési és számítási hiba is van, a számításaink 

pontossága ezek külön-külön történő orvosolásával növelhető. A számítási hibákat többek 

között a polinomok fokszámának változtatásával, vagy rendszer-függő paraméterek 

segítségével lehet javítani (lásd korábbi fejezetek, nonvariáns pontok vagy szétválási 

hőmérséklet esetén). A mérési hibák okozta eltérések is kiküszöbölhetőek lennének a nem 

megfelelő pontosságú adatok törlésével, amennyiben valamilyen módon tudnánk azonosítani 

azokat. Kidolgoztam egy „mérési hiba kereső algoritmust”, melynek segítségével 

megvizsgálható, hogy egy-egy mérési adatsorban van-e a mérési hibatűrést meghaladó eltérés. 

A mérési hibák jellegük alapján két csoportra oszthatóak. Megkülönböztethetünk 

„egyedi hibákat”, melyeket a próbadarab mérése során fellépő bármilyen rendellenesség okoz 

egyes daraboknál, illetve „rendszeres hibákat”, melyek teljes mérési sorozatokban 

nagyságrendileg azonos mértékben jelennek meg (pl. mérőműszer elállítódása miatt). Jelen 

megoldási javaslatommal az „egyedi” mérési hibás pontokat lehet azonosítani, a mérőműszer, 

illetve a mérési eljárás rendszeres hibáját nem. A mérési és számítási hibák elkülönítése 

érdekében az algoritmus kidolgozásának kezdetén feltételeztem, hogy egymás mellett 
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közvetlenül nem jelenik meg több mérési hiba (tehát a mérési hibák kiugró, egyedi adatok), 

míg az ESTPHAD módszer számítási hibája –a polinomiális közelítésnek és az 

alapegyenletnek köszönhetően– egyszerre több, szomszédos értékekben is megmutatkozik. 

Egyedi mérési hibának tehát azt tekintem, amely a két szomszéd (az adatbázisban közvetlenül 

előtte és utána álló) adattól a likvidusz hőmérséklet-mérés elfogadható mérési hibájánál 

nagyobb mértékben különbözik. 

A mérési hiba kereső algoritmus kidolgozásának következő lépéseként a lehetséges 

mérési hibákat nagyság szerint két csoportra osztottam: 

1) Nagy mérési hibák. A mért és az ESTPHAD módszerrel számított 

hőmérséklet értékek közötti azon egyedi, kiugró eltérések, melyek bármely 

fokszámú (2-5.) polinom alkalmazása mellett az elfogadható mérési hibánál 

nagyobb értékként jelennek meg.  

2) Kisebb (de a mérési hibahatárnál nagyobb) mérési hibák. Az ekkora eltérések 

a mért és a számított értékek között a polinomiális közelítésnek 

köszönhetően magasabb fokszámú polinomok használatakor a mérési 

hibahatár alá csökkenhetnek, mivel a magasabb fokszámú polinom a hibát is 

próbálja leírni, és a hibás pont magához húzza a számított görbét az adott 

összetétel környezetében. Itt tehát valójában csak virtuálisan nincs mérési 

hiba, valójában jelen van, csak bonyolultabb kimutatni. 

A mérési hibákat tartalmazó pontokat egy ESTPHAD számítás lefuttatása után, az 

eltéréseket elemezve lehet azonosítani. Példaként a kis és nagyméretű hibák szükségszerű 

csoportosításának magyarázataként készítettem egy adatbázist a MgO-SiO2 egyensúlyi 

fázisdiagramban szereplő krisztobalit fázis (amely a SiO2 vegyület egyik módosulata) 1695 és 

1543 °C közötti kristályosodásának likvidusz görbéjének [42] digitalizálásával. (7.1. ábra) 

10 db koncentráció-hőmérséklet adatpárt rögzítettem a WINDIG digitalizáló 

program segítségével, majd a szokásos módon elvégeztem a számításokat. A mért és a 

számított hőmérséklet értékek eltérése 2. fokú polinomot alkalmazva is ±2 K-en belül 

szóródott. Az adatsor pontossága tehát jónak mondható, így alkalmas a teszt elvégzésére. 

Véletlenszerűen kiválasztottam az adatbázisban egy adatpontot (nevezzük cMH 

összetételnek) és a digitalizált hőmérséklet értékéhez (4 különböző számítás során) 10 K, 15 

K, 20 K és 25 K „mesterségesen generált mérési hibát” adtam hozzá. Mindhárom esetben 
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elvégeztem a számításokat 2., 3., 4. és 5. 

fokú polinomokkal, és a digitalizált és 

számított adatok közötti különbséget 

elemeztem. Ezzel a vizsgálattal az volt a 

célom, hogy bemutassam, ahogy az 

egyre növekvő fokszámú polinom a 

mesterségesen generált mérési hiba 

nagyságát egyre jobban tompítja. 

A 7.2. ábrán a plusz mérési 

hibával terhelt adatnál a digitalizált és 

számított érték különbsége látható a 

polinom fokszámának függvényében. Jól 

megfigyelhető, hogy míg a 2. fokú 

polinom alkalmazásával csak a 10 K-es 

mesterségesen bevitt hiba csökken a számított értékek szerint a ±10 K-es (binér kerámia 

fázisdiagramok esetében általunk elfogadott) mérési és számítási hiba határ alá, addig az 5. 

fokú polinom még a 20 K-es plusz hibát is majdnem behúzza 10 K eltérés alá. Nagy mérési 

hibának azt nevezem, amely esetében az 5. fokú polinom sem csökkenti az eltérést a mérési 

hibahatár alá. (Természetesen feltétel, hogy a szomszéd adatok eltérése nagyságrendileg 

kisebb legyen tőle, hiszen így bizonyítható, hogy valóban mérési hibáról van szó, és nem az 

ESTPHAD számításunk nem tudja leírni a görbét.) 
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7.2. ábra. Az alkalmazott polinomok fokszámának „virtuális” mérési hiba csökkentő hatása a cMH 

összetételnél 

 

7.1. ábra. MgO-SiO2 egyensúlyi fázisdiagram részlet, a 

példaként szereplő krisztobalit fázis likvidusz görbéje 

[42] 
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Értelemszerűen a 7.2. ábrán látható esetben nem csökken a valódi mérési hiba 

nagysága, hanem a számított hőmérséklet értékek pontossága romlik le, amit azonban ez 

esetben nem mutat a digitalizált és a számított hőmérsékletek eltérése. A mérési hiba „görbe 

torzító hatása” miatt ilyenkor a mérési hiba összetételének szűkebb környezetében romlik le 

jelentősen a számításunk megbízhatósága. Úgy tudom ezt szemléletesen bemutatni, ha nagy 

adatsűrűséggel digitalizálom ugyanezen görbét, így benne szerepelnek a számításban 

résztvevő adatok (a 7.3. ábrán ezek zöld színnel láthatóak), és azon adatok is, melyeket a 

görbének a megfelelő számítás érdekében le kell írnia, de a görbe illesztésben nem vesznek 

részt. Az ilyen típusú ellenőrzés persze valódi mérési adatsornál nem lehetséges, hiszen –az 

előző fejezetben bemutatott módon– pont az a cél, hogy minimális szinten tartsuk a szükséges 

mérések számát. Ezért, a hatás bemutatásának érdekében dolgozom digitalizált adatokkal 

jelen esetben.  

A 7.3. ábra 4 részből áll. Az (a) részén a fent említett likvidusz görbe van 50 adattal 

digitalizálva, minden pontban ellenőrizve a mért és a számított értékek eltérése. A likvidusz 

hőmérséklet számítása mesterségesen belehelyezett mérési hiba nélkül történt 10 adat 

felhasználásával. A (b) ábrarész ugyanezen 10 adatból álló, de a 25 K-es mesterséges mérési 

hibát tartalmazó (10 adatra illesztett) számítás eltéréseit ábrázolja. Amennyiben csak az ebben 

a számításban résztvevő 10 adatnál nézzük az eltéréseket, akkor negatív irányba -8 K-nél 

nincs nagyobb eltérés. A 8.2. ábra (c) részén a (b) esetben, 10 adatra (benne a 25 K-es hibás 

pont) illesztett A(i) paraméterekkel számítom a hőmérsékletet mind az 50 digitalizált pontban. 

Megfigyelhető az (a) és a (c) részt összehasonlítva, hogy egyetlen nagyobb mérési hiba 

mennyire lecsökkenti a pontosságot, a mérési hiba közvetlen környezetében a polinom 

fokszámának emelésével hiába csökken pozitív oldalon a legnagyobb eltérés (kék, piros, zöld, 

fekete), negatív irányba egyre nő a hiba mértéke, és a -14 K-t is eléri. Összességében tehát a 

25 K eltérés (mérési hiba) benn marad a rendszerben, csak eltolódva. 

A mesterségesen belehelyezett mérési hibát a rendszerből eltávolítottam, és a 

megmaradó 9 adat felhasználásával újra elvégeztem a számításokat. A kiszámított A(i) 

paraméterek segítségével pedig mind az 50 pontban kiszámítottam a likvidusz hőmérsékletet, 

és összehasonlítottam a mért és a számított értékek eltérését. Látható, hogy nagyobb eltérés 

csak és kizárólag a mérési hibás pontnál jelenik meg, hiszen az ESTPHAD módszerrel 

kiszámított hőmérséklet értékben ennél a cMH összetételnél már nincs benne a mérési hiba, a 

többi 9 pont segítségével az adott összetételnél a valódi hőmérsékletet számítja (amiben 

elfogadható mértékű mérési és számítási hiba van, akárcsak a többi adatpontban). Így ha 
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megnézzük a különbséget a cMH összetételű ötvözet –plusz mérési hibával terhelt– digitalizált 

és –korrigált adatbázissal– számított likvidusz hőmérséklet közötti különbséget, látható, hogy 

az eltérések 23 és 25 K között mozognak, a polinom fokszámától függően (7.3. ábra (d) rész). 

Ebből pedig az következik, hogy a többi 9 adatra történő görbe illesztéssel meg lehetett 

határozni a (esetünkben szándékosan generált) mérési hiba körülbelüli nagyságát. 
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7.3. ábra. A digitalizált és a számított hőmérséklet eltérése, (a) 50 adat, mérési hiba nélkül, (b) 10 adat, 25 

K plusz mérési hibával, (c) 50 adat, 25 K-es plusz mérési hibával, a „b” rész A(i) paramétereivel számolva, 

(d) mérési hiba törölve, 9 adatból számolt A(i) paraméterek „c” eset 50 adatára alkalmazva 

Említettem az előbbiekben, hogy a mérési hibás adat erősen negatívan befolyásolja a 

környezetének a pontosságát. A 7.4. ábra (a) részén a plusz mérési hibát tartalmazó 50 

darabos adatsor (digitalizált értékek), és a különböző fokszámú polinomokkal történő (10 

adatra illesztett) számítások eredményeként kapott likvidusz görbék láthatóak. A mérési hiba 

környékén jól észrevehető módon húzza maga felé a plusz mérési hibás pont a számított 

likvidusz görbéket a polinom fokszámának emelkedésével. Ha a hibás pontot nézzük, annak –

hibás– hőmérsékletét egyre nagyobb pontossággal írják le a görbék, ami valójában a többi 

adat rovására megy. Ennek a pontnak az azonosításával, az adatbázisból való törlésével, és a 

(a) (c) 

(b) (d) 



Mende Tamás, PhD értekezés Mérési hiba kereső algoritmus kidolgozása 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 114 

számítás ismételt elvégzésével a (immár 9 adatra) számított likvidusz hőmérséklet pontossága 

a kívánt mértéket eléri (7.4. ábra, (b) rész). 
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7.4. ábra. A krisztobalit fázis digitalizált és különböző fokszámú polinomokkal számított likvidusz görbéje 

(a) plusz 25 K mérési hibával (piros kör) terhelt, 10 adatból számolt (b) mérési hibától mentesített, 9 

adatból számolt esetben (zölddel jelölve a számításokban résztvevő adatok, kékkel az ellenőrzés kedvéért 

bedigitalizált értékek) 

7.2. A mérési hiba kereső algoritmus  

Az előző fejezetrészben mesterségesen generált mérési hibával mutattam be a nem 

elfogadható mértékű mérési hiba ESTPHAD számításra gyakorolt negatív hatását. A 

gyakorlati esetekben azonban nem tudjuk hogy van-e, és ha igen mely adatnál és mekkora 

hiba, ezért szükségesnek tartok egy matematikai módszert a kimutatására.  

Az ESTPHAD módszerrel kiszűrhető „nem elfogadható mértékű mérési hiba” 

definíció szerint nagymértékben különbözik az adatbázisban előtte és utána álló számított 

hőmérséklet értéktől. A hibakeresés matematikai megoldásában is az adott pontban megjelenő 

eltérést kell a két szomszédos érték eltérésével összehasonlítani. Ekkor két különbség érték 

adódik (egy az adott pont előtt állóval, egy pedig az azt követővel), ezért a két különbség 

összegét osztani kell kettővel. Ha az eltérések között jelentős különbség van, akkor nagy, a 

mérési hibához közeli értéket fogunk kapni. A következő egyenletet írtam fel az adatbázis 

„j”-edik adatára kifejezve: 

2
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ahol: H(…) adott pontban a mérési hiba nagysága 

 E(…) adott pontban a mért és a számított hőmérséklet eltérése 

 i,j,k  az adatbázisban rendre egymást követő adatok, 

(a) (b) 
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Amennyiben H(j) nagyobb az adott rendszerhez megadott elfogadható mérési 

hibahatárnál, akkor azt a „j”-edik adatot törölni kell az adatbázisból. A 7.1. táblázatban 

általános adatbázis példáján mutatom be a mérési hiba kereső algoritmus működését. A „j”-

edik adatban található a nagyobb méretű mérési hiba („hiba”), a szemléletesség kedvéért a 

többi adatnál a mért és a számított értékek eltérését közelítően 0-nak veszem. A gyakorlatban 

ez pár K.  

7.1. táblázat. Általános adatbázisban a mérési hiba kereső algoritmus működése 

Adat 
Eltérés mértéke 1. Az előző 2. A következő H(j) = Σ/2 =[1 + 2]/2 

Szomszédokhoz viszonyított eltérés E() = Tmért – Tszámított adathoz viszonyított eltérés 

i-1. E(i-1) ≈ 0 E(i-1)-E(i-2) E(i-1)-E(i) [2*E(i-1)-E(i-2)-E(i)]/2 ≈ 

≈ [2*0-0+0]/2 ≈ 0  

i. E(i) ≈ 0 E(i)-E(i-1) E(i)-E(j) [2*E(i)-E(i-1)-E(j)]/2 ≈ 

≈ [2*0-0+hiba]/2 ≈ hiba/2  

j. E(j) ≈ hiba E(j)-E(i) E(j)-E(k) [2*E(j)-E(i)-E(k) ]/2 ≈ 

≈ [2*hiba-0-0]/2 ≈ 2*hiba/2 ≈ hiba 

k. E(k) ≈ 0 E(k)-E(j) E(k)-E(k+1) [2*E(k)-E(j)-E(k+1) ]/2 ≈ 

≈ [2*0-hiba-0]/2 ≈ hiba/2  

k+1. E(k+1) ≈ 0 E(k+1)-E(k) E(k+1)-E(k+2) [2*E(k+1)-E(k)-E(k+2) ]/2 ≈ 

≈ [2*0-0-0]/2 ≈ 0  

Látható a táblázatban, hogy a mérési hibás adat szomszédjai mellett, vagy annál 

messzebb lévő adatoknál a H(j) értéke 0 közeli. A mérési hibás adatpont szomszédjainak 

értéke nagyságrendileg a mérési hiba fele (hiszen az egyik szomszédjuktól különböznek, de 

csak az egyiktől), a mérési hibát tartalmazó adat H(j) értéke pedig körülbelül a mérési hiba 

nagyságának felel meg (mivel mindkét szomszédjától a mérési hibával kb. megegyező 

értékkel tér el). 

Végezetül az előző fejezetben bemutatott MgO-SiO2 rendszer krisztobalit fázisának 

likvidusz görbéjének 15 K mesterségesen generált mérési hibával terhelt adatbázisát 

elemeztem a bemutatott H(j) paraméterrel. A 7.5. ábrán látható a különböző fokszámú 

polinomokkal számított esetekben a H paraméter értéke, illetve szerepel az ábrán egy „Átlag” 

pontsor is, ez adatonként a 2-5. fokú polinomokkal számított eltérések átlaga. Oxid 

rendszerek esetén a ±10 K eltérést szoktuk elfogadni, látható, hogy a 15 K-es plusz mérési 

hibánál a H paraméter értéke ezt meghaladja, tehát a rendszerből törölhető.  
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7.5. ábra. A H paraméter és a 15 K-es mesterségesen generált mérési hiba a MgO-SiO2 rendszer 

krisztobalit fázisának számításánál 

Megállapításaim: 

 Kidolgoztam egy –az ESTPHAD számítással összekapcsolt– mérési hiba 

kereső algoritmust. 

 A mérési hiba kereső algoritmus felhasználásával az adott rendszerben 

elfogadott mérési hiba nagyságánál nagyobb eltérések kiszűrhetőek, és az 

adatbázisból törölhetőek. Ezáltal a fázisdiagram számítás pontossága nő. 
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8. ÖSSZEFOGLALÁS 

PhD értekezésemben az ESTPHAD egyensúlyi fázisdiagram számítási módszer 

alkalmazását mutattam be eltérő paraméterekkel rendelkező rendszerek likvidusz és szétválási 

hőmérsékletének számítása esetén. Csoportosítottam az egyensúlyi fázisdiagramokban 

előforduló likvidusz görbéket az ESTPHAD módszer szempontjából lényeges tulajdonságaik 

alapján (összetétel tartomány, szilárdoldat vagy vegyület, kezdeti értékek), és feltérképeztem 

a számítások során fellépő nehézségeket, akadályokat.  

Megállapítottam, hogy az ESTPHAD egyenlet eredeti formájában nem alkalmas a 

likvidusz görbék nonvariáns pontjának, pontjainak nagy pontosságú számítására. Bevezettem 

a 21, BB  paramétereket, valamint hozzájuk rendeltem az )(),( 21

I

B

I

B XMXM  szorzókat, és az 

így módosított ESTPHAD egyenlettel 0 K eltéréssel számíthatóak a nonvariáns pontok 

hőmérséklete.  

Bebizonyítottam, hogy olvadék és szilárd állapotban korlátlan oldhatóságú 

rendszerek esetén az ESTPHAD egyenletet bármely alkotó irányából lehet alkalmazni, 

kezdeti értéknek bármely alkotó olvadáspontja vehető, a számítások pontosságát nem 

befolyásolja.  

Számításokkal igazoltam, hogy nyílt maximummal kristályosodó vegyület likvidusz 

görbéjét egy függvénnyel kell számítani, kezdeti értéknek pedig a vegyület sztöchiometriai 

összetételét kell venni. A vegyület olvadáspontjának nagy pontosságú számítása érdekében a 

vegyület sztöchiometriai összetételét „kezdeti összetételként” kell kezelni, és azt az összetétel 

értékekből ki kell vonni.  

Megállapítottam, hogy zárt maximummal kristályosodó szilárdoldat esetén a 

szilárdoldat, vegyület (vagy szekunder szilárdoldat) esetén a vegyület metastabil 

olvadáspontját kell kezdeti értéknek megadni. Ily módon a likvidusz görbe metastabil 

szakasza is számítható az ESTPHAD módszerrel. Amennyiben ezen adatok nem ismertek, 

akkor a peritektikus vonal és a likvidusz görbe találkozása kezelendő kezdeti értékként.  

Bebizonyítottam, hogy az ESTPHAD egyenlet eredeti alakjában nem alkalmas 

monotektikus rendszerek szétválási hőmérsékletének számítására. A módosított ESTPHAD 

egyenletet kiegészítettem egy )(3

I

BXM  korrekciós tényezővel, amellyel a szétválási görbe 

alakja jól közelítően leírható. Az )(3

I

BXM  korrekciós tényezőben szereplő X
*
 paraméterrel 

gondoskodtam arról, hogy a számított szétválási hőmérséklet maximum pontja a kritikus 
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pontban legyen, a k paraméterrel pedig biztosítottam, hogy I

BX 0,  helyen nagy pontossággal a 

kritikus hőmérséklet legyen számítható. 

Négyalkotós oxidrendszer (MgO-Al2O3-CaO-SiO2) MgO-ban dús fázisának 

likvidusz hőmérsékletét számítottam ki a módosított ESTPHAD egyenletet alkalmazva. 

Kiterjesztettem a )(, 11

I

BXMB  paramétereket ternér, illetve kvaternér rendszerek nonvariáns 

pontjainak nagy pontosságú számítására.  

Bebizonyítottam, hogy nem szükséges nagy mennyiségű adat a likvidusz 

hőmérséklet megfelelő pontosságú leírásához, megállapítottam, hogy a likvidusz görbe 

alakjának függvényében minimálisan hány adat szükséges a megfelelő pontosságú számítások 

elvégzéséhez.  

Definiáltam az ESTPHAD számítás során a számított értékekben potenciálisan 

megjelenő hibatípusokat, és kidolgoztam egy hibakereső algoritmust, melynek segítségével a 

mérési hibahatárnál nagyobb mérési hibák kiszűrhetőek az adatbázisból. 

SUMMARY 

In my PhD thesis, the application of the calculation method by using the ESTPHAD 

equilibrium phase diagram is described for calculating the liquidus temperature and 

monotectic gap of systems having different parameters. The liquidus curves of equilibrium 

phase diagrams were grouped on the basis of their properties considered significant from the 

point of view of the ESTPAD method (composition range, solid solution or compound, initial 

values) moreover the difficulties and troubles arising in the course of the calculation 

procedures were mapped. 

It has been stated that the original form of ESTPHAD equation is not suitable for 

calculating the invariant point and points of liquidus curves by a high exactness. The 21, BB  

parameters were introduced and the )(),( 21

I

B

I

B XMXM  multipliers were allocated to them and 

as a result the temperature of invariant points could be calculated by means of the modified 

ESTPHAD equation by a difference of 0 K.  

It has been proven that the ESTPHAD equation can be used from the direction of any 

of the components and the melting point of any of the components can be taken as initial 

value in case of melts as well as in case of systems having unrestricted solubility in solid state 

and the exactness of calculations is not influenced by this fact.  
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By means of the calculations, it has been proven that the liquidus curve of compound 

solidifying by an open maximum value shall be calculated by one function and the 

stoichiometric composition of the compound shall be taken as initial value. It is necessary to 

take the stoichiometric composition of the compound as „initial composition” and to deduct 

this value from the value of composition in order to calculate the melting point of the 

compound by a high exactness.  

It has been stated that the metastable melting point of the solid solution shall be 

given as initial value in case of a solid solution solidifying by a closed maximum value and 

the metastable melting point of compound shall be given as initial value in case of a 

compound (or in case of a secondary solid solution). Such a way, the metastable section of 

liquidus curve can also be calculated by using the ESTPHAD method. The meeting point of 

peritectic line and liquidus curve shall be taken as initial value in case if the aforementioned 

data are not known.   

It has been proven that the original form of ESTPHAD equation is not suitable for 

calculating the monotectic gap of monotectic systems. The modified ESTPHAD equation has 

been completed by a )(3

I

BXM  correction factor by which the shape of monotectic gap can be 

described by a good approximation. The X
*
 parameter in the )(3

I

BXM  correction factor 

ensures that the maximum point of the calculated monotectic gap is in the critical point and 

the k parameter ensures that the critical temperature can be calculated by a high exactness at 

the I

BX 0,  place.  

The liquidus temperature of the phase rich in MgO of a quaternary oxide system 

(MgO-Al2O3-CaO-SiO2) has been calculated by using the modified ESTPHAD equation. In 

addition, the )(, 11

I

BXMB  parameters have been used for calculating of the invariant points of 

ternary and quaternary systems by a high exactness.  

It has been proven that it is not necessary to obtain a high quantity of data for 

describing the liquidus temperature by a high exactness moreover the minimum number of 

data necessary for performing the calculations of high exactness as a function of the shape of 

curve has been defined. The types of errors appearing potentially in the calculated values in 

the course of the ESTPHAD calculation have been defined and a debugging algorithm has 

been developed by means of which the measurement errors larger than the measurement error 

bounds can be sifted from the database.   
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9. ÚJ TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK 

1. Módosítottam az ESTPHAD módszert általános alkalmazás esetére 

Megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszer eredeti formájában nem alkalmas a 

nonvariáns pontok (olvadáspont, eutektikus, peritektikus, monotektikus hőmérséklet, likvidusz 

görbe minimum pontja) nagy pontosságú számítására. Bevezettem a jB  paramétert, amely 

biztosítja a nonvariáns pont hőmérsékletének 0 K eltéréssel történő számítását, illetve 

hozzárendeltem a )( I

Bj XM  szorzót (2), amely nem engedi a számítás pontosságát leromlani a 

nonvariáns ponttól távolodva. A módosított ESTPHAD alapegyenlet a likvidusz hőmérséklet 

számítására: 







2;1

0

)()(1
)(

j

j

I

Bj

I

B

I

BL
BXMXF

T
XT  (1) 

ahol: - LT  likvidusz hőmérséklet (K) 

 - I

BX  az olvadék fázis összetétele (móltört)  

 - 0T  kezdeti hőmérséklet (K) 

 - )( I

BXF  ESTPHAD módszerrel számított polinom 

 - jB  nonvariáns pont nagypontosságú számítását biztosító paraméter  

 - )( I

Bj XM  a jB  paraméterhez tartozó szorzó  

 - j a kezdeti értéken kívűli nonvariáns pontok száma 

 iI

B

I

NB

I

Bj

XX
XM




,1001

1
)(  (2) 

ahol: -
I

NBX ,  a nonvariáns pont összetétele (móltört) 

- I

BX  az adott pontbeli összetétel (móltört) 

-i fokszám, mely 1-nél nagyobb (i=1,1 ... 6), attól függően, hogy az 

adott pont milyen széles környezetében akarjuk a hatást érzékelni.  

Tömegszázalékban megadott egyensúlyi fázisdiagramok esetén: 







2;1

0

)()(1
)(

j

j

I

Bj

I

B

I

BL
BcMcF

T
cT  (1.a) 

i
I

B

I

NB

I

Bj

cc
cM




,1

1
)(  (2.a) 

 



Mende Tamás, PhD értekezés                                   Összefoglalás, Új tudományos eredmények 

¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯ 

 121 

2. Módosítottam az ESTPHAD módszert rendszer-specifikus esetekben 

2.1. Megállapítottam, hogy olvadék és szilárd állapotban korlátlan oldhatóságú 

rendszerek esetén a likvidusz hőmérséklet számítása bármely alkotó irányából elvégezhető, a 

számítások pontosságát nem befolyásolja, hogy mely alkotó olvadáspontját veszem kezdeti 

értéknek. 

2.2. Megállapítottam, hogy nyílt maximummal kristályosodó vegyületek likvidusz 

görbéjét egyben kell számítani, kezdeti értékként a vegyület olvadáspontját kell megadni. 

2.3. A nyílt maximummal kristályosodó vegyület olvadáspontjának 0 K eltéréssel 

történő számítása érdekében a vegyület sztöchiometriai összetételét ”kezdeti összetételként” 

kell kezelni, a számítás során az összetétel értékeket a következőképpen kell számítani:  

I

B

I

dB

I

B XXX 0,,   (3) 

ahol: I

dBX ,   az olvadék fázis adott pontbeli (feldolgozásnál a digitalizálással 

meghatározott, a számított egyenlet alkalmazásánál a 

felhasználó által beírt) összetétele (móltört)  

 V

I

B XX 0,   a kezdeti koncentráció érték, jelen esetben azonosan egyenlő a 

vegyület sztöchiometriai összetételével (móltört). 

Ugyanez tömegszázalékban adott rendszerek esetén: 

I

B

I

dB

I

B ccc 0,,   (3.a) 

2.4. Zárt maximummal kristályosodó szilárdoldat, vagy vegyület likvidusz 

görbéjének számítása esetén kezdeti értékként 

 (1) szilárdoldat esetén a szilárdoldat metastabil olvadáspontját,  

 (2) vegyület esetén a vegyület metastabil olvadáspontját,  

 (3) amennyiben az előzőek nem ismertek, akkor mindkét esetben a 

peritektikus vonal és a szilárdoldat/vegyület likvidusz görbéjének találkozását 

kell venni. 

 Az (1) és (2) esetben a metastabil likvidusz görbe rész is számítható az 

ESTPHAD módszerrel.  
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3. Módosítottam az ESTPHAD módszert szétválási hőmérséklet közelítésére 

3.1. Megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszer sem eredeti, sem módosított (1) 

formájában nem alkalmas a szétválási hőmérséklet számítására. Bevezettem az M3(
I

BX ) 

korrekciós tényezőt az ESTPHAD egyenletbe, amellyel a szétválási hőmérséklet alakja 

megfelelően leírható. 

3.2. Bevezettem az „X
*
” és „c

*
” paramétert, amellyel biztosítottam, hogy a számított 

szétválási hőmérséklet maximum pontja a kritikus pontban legyen. Megállapítottam, hogyan 

kell az „X
*
” (ill. „c

*
”) értékét a kezdeti érték ( I

BX 0, , ill. c
I
B,0) függvényében meghatározni. 

I. I

BX 0,  = 0 - 0,15   esetén  X
*
 = 0,999999 

II. I

BX 0,  = 0,15 - 0,846  esetén X
*
= (4) egyenlet 

III. I

BX 0,  = 0,846 – 1. esetén  X
*
 = 0,000001 

3

0,

2

0,0,

* )(8751,3)(8352,5024,19638,0 I

B

I

B

I

B XXXX   (4) 

I. I

Bc 0,  = 0-15 %   esetén   c
*
 = 99,9999 

II. I

Bc 0,  = 15-84,6 %   esetén c
*
= (4.a) egyenlet 

III. I

Bc 0,  = 84,6–100 %   esetén c
*
 = 0,0001 

32* )(0,0003875)(0,058351,02399896,375818 I

B

I

B

I

B cccc   (4.a) 

3.3. Bevezettem a „k” paramétert, amellyel biztosítottam, hogy I

BX 0,  (ill. c
I
B,0) 

helyen a számított szétválási hőmérséklet pontosan a kritikus hőmérséklet legyen. 



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A szétválási hőmérséklet számítására kidolgozott módosított ESTPHAD egyenlet: 
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4. Módosítottam az ESTPHAD módszert négyalkotós rendszer esetére 

4.1. Megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszer alkalmas négyalkotós rendszer 

likvidusz hőmérsékletének megfelelő pontosságú számítására. 

4.2. A kétalkotós rendszerek nonvariáns pontjainak nagy pontosságú számítására 

kidolgozott, módosított ESTPHAD egyenletet kiterjesztettem három- és négyalkotós 

fázisdiagramokban található nonvariáns pontok esetére: 
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ahol: - ACAB FF ;  binér rendszerekben számított függvények 

 - );( I

C

I

B XXF  ternér rendszerben számított függvény 

 - j;k;n  a két binér és a ternér rendszerek nonvariáns pontjai 
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ahol: -
I

NBX , , 
I

NCX ,  ternér rendszer nonvariáns pontjának összetétele (móltört) 

- I

dBX , , I

dCX ,  az adott pontbeli összetétel (tömeg%) 

Amennyiben az összetétel tömegszázalékban adott: 
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Négyalkotós rendszerek esetén a likvidusz hőmérséklet számítás:  
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ahol: - I
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NDX ,  négyalkotós rendszer nonvariáns pontjának összetétele 

(móltört) 

- I

dBX , , I

dCX , , I

dDX ,  az adott pontbeli összetétel (móltört) 

Amennyiben az összetétel tömegszázalékban adott: 
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5. Meghatároztam a likvidusz hőmérséklet közelítéséhez szükséges minimális 

adatmennyiséget, illetve kidolgoztam egy mérési hiba kereső algoritmust 

5.1. Az ESTPHAD egyenletben szereplő, a számítás során alkalmazott polinom 

fokszámának függvényében meghatároztam a likvidusz görbék leírásához szükséges 

minimális adatmennyiséget. 

1. táblázat. A különböző fokszámú polinomok esetén 

szükséges mért adatok száma 

Az alkalmazandó 

polinom fokszáma (i) 

Szükséges mért adatok száma 

D(i) 

2. fok D(i) = (A minimális) 6 db 

3. fok D(i) = i * 2 = 3 * 2 = 6 db 

4. fok D(i) = i * 2 = 4 * 2 = 8 db 

5. fok D(i) = i * 2 = 5 * 2 = 10 db 
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5.2. Az általam meghatározottnál nagyobb adatmennyiség nem eredményez 

szignifikánsan nagyobb számítási pontosságot, a likvidusz görbe leírásához nem szükséges 

sok adatpont rögzítése. 

5.3. Kidolgoztam egy –az ESTPHAD számítással összekapcsolt– mérési hiba kereső 

algoritmust. A mérési hiba kereső algoritmus felhasználásával az adott rendszerben elfogadott 

mérési hiba nagyságánál nagyobb eltérések kiszűrhetőek, és az adatbázisból törölhetőek. 

Ezáltal a fázisdiagram számítás pontossága nő.  

A mérési hiba kiszűrésére kidolgozott egyenlet: 

2

)()()(2

2

)]()([)]()([
)(

kEiEjEkEjEiEjE
jH





  (11) 

ahol: - H(…) adott pontban a mérési hiba nagysága 

 - E(…) adott pontban a mért és az ESTPHAD módszerrel számított 

hőmérséklet eltérése 

 - i,j,k  az adatbázisban rendre egymást követő adatok. 

Amennyiben H(j) nagyobb az adott rendszerhez megadott elfogadható mérési 

hibahatárnál, akkor azt a „j”-edik adatot törölni kell az adatbázisból. 

 

10. AZ ÉRTEKEZÉS TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEINEK 

FELHASZNÁLHATÓSÁGA 

Az anyagtudományban és az iparban nagyon sok területen szükséges a különböző 

fázisok likvidusz hőmérsékletének ismerete, ezért az ESTPHAD fázisdiagram számítási 

módszer pontosabbá, széleskörűbben alkalmazhatóvá tétele nagyon fontos feladat.  

A módosított ESTPHAD egyenlet egyéb, kutatásokban és az iparban alkalmazott 

szoftverekbe beépíthető, és alkalmazható likvidusz hőmérséklet számítására. Fémes 

rendszerek feldolgozása esetén például az öntödékben az adott ötvözet összetételének 

ismeretében, vagy az összetétel mérését követően gyors likvidusz hőmérséklet 

meghatározásra alkalmas, de szimulációs szoftverekben [51] is felhasználhatóak az 

ESTPHAD módszerrel előállított, könnyen kezelhető likvidusz hőmérséklet függvények. 

Bemutattam, hogy az ESTPHAD módszer alkalmas többalkotós, gyakorlati 

ötvözetek likvidusz hőmérsékletének számítására, és a feldolgozandó rendszerek alkotóinak 
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száma tovább bővíthető. A módszer alkalmas többalkotós fázisok likvidusz hőmérséklet 

értékeinek megbecslésére a tiszta alkotóhoz közeli tartományban olyan esetekben is, amikor 

nem ismert az „n” alkotós fázisdiagram, pusztán a kevesebb alkotót tartalmazó alrendszerei. 

Az értekezés eredményei alkalmazhatóak likvidusz hőmérséklet mérés 

kísérlettervének kidolgozásában, illetve a mért adatok feldolgozásánál, különös tekintettel a 

mérési hibák kiszűrésére. Egyúttal az elvégzett vizsgálatok megalapozzák a többalkotós 

rendszerek likvidusz hőmérséklet számításához minimálisan szükséges adatmennyiség 

meghatározását. 
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