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1. BEVEZETÉS, CÉLKITŰZÉS 

Az anyagtudomány területén –számos egyéb iparághoz, tudományterülethez hasonlóan– 

robbanásszerű fejlődés ment végbe a XX. század második felében, köszönhetően annak, hogy egyre 

jobban és alaposabban váltak ismertté a különböző anyagok szerkezetei, tulajdonságai és a 

tulajdonságaikat befolyásoló tényezők. Alapvetően és leglátványosabban az anyagtudomány fejlődése 

tudja garantálni a mindenkori ipari és kutatási fejlődést a világban, hiszen a folyamatos innováció 

kizárólag újonnan kifejlesztett, speciális tulajdonságokkal rendelkező anyagok alkalmazásával 

valósítható meg. 

Az anyagtudomány kezében az egyik legrégibb, de a mai napig az egyik leghasznosabb 

eszköz az ún. egyensúlyi fázisdiagram, hiszen a felhasználandó anyagok szerkezetében hőmérséklet és 

koncentráció változás hatására bekövetkezendő átalakulások ismerete elengedhetetlen a tervezés-

fejlesztés folyamatában. Egyensúlyi fázisdiagramok a korai időkben főként grafikus formában álltak 

az ipar és a kutatók rendelkezésére, azonban az 1970-es évektől kezdődően –a számítástechnika 

fejlődésével párhuzamosan– megjelentek, majd rohamosan fejlődni kezdtek a termodinamikai 

alapokkal rendelkező fázisdiagram számítási módszerek. A fázisdiagram számító algoritmusok és 

szoftverek szerepe nagyon hangsúlyos az ipari és kutatás-fejlesztési alkalmazásokban, mert ezeket a 

szoftvereket, vagy az általuk előállított kellően részletes és pontos adatbázisokat akár szimulációs 

programokba, akár a mindennapi termelésbe (folyamat-szabályozás, ellenőrzés) beépítve jelentős 

előnyökre lehet szert tenni.  

A fázisdiagram számítási módszereknek éppen ezért számos feltételt kell teljesíteni. A 

megfelelő számítási pontosság teljesítése és a termodinamikai alapok mellett a felhasználhatóság 

érdekében törekedni kell a számítási algoritmus minél egyszerűbbé, átláthatóbbá és gyorsabbá tételére. 

Az egyensúlyi fázisdiagram számítás területén régóta ismert és elismert az ún. CALPHAD 

(CALculation of PHAse Diagram) megközelítés, amely azonban bonyolult számítási algoritmussal 

rendelkezik, a számított függvények paramétereit mérési adatok felhasználásával hosszadalmas 

iterációs lépésekben optimalizálják. A Miskolci Egyetemen az 1990-es évek végén Dr. Roósz András 

és Dr. Kaptay György kidolgozta az ún. ESTPHAD (ESTimation of PHAse Diagrams) módszert, 

melynek számítási algoritmusa szintén termodinamikai egyenletekből van levezetve, azonban a 

módszerrel a fázisdiagramok feldolgozása és az eredmények alkalmazása sokkal egyszerűbb, 

érthetőbb, a számítási idő pedig nagyságrendekkel rövidebb, mint a CALPHAD módszer esetében.  

Az ESTPHAD módszert a kezdetekkor a színelem szilárdoldatának likvidusz és szolidusz 

hőmérsékletének, valamint a megoszlási hányadosnak a számítására alkalmazták. [1] [2] [3] Az 

egyensúlyi fázisdiagram számítási eljárások esetében azonban fontos követelmény a felhasználhatóság 

szempontjából, hogy a fázisdiagram teljes összetétel tartományában lehessen alkalmazni.  
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Az értekezés célkitűzése: 

Az ESTPHAD módszer továbbfejlesztése, pontosságát, használhatóságát befolyásoló 

tényezők vizsgálata, likvidusz és szétválási hőmérséklet számítása két és többalkotós rendszerek 

esetén, valamint a –fázisdiagramok alapjául szolgáló– mérések tervezésének és a mérési hibák 

kiszűrésének segítése. 

2. RÖVID IRODALMI ÁTTEKINTÉS 

A nemzetközi szakirodalomban többféle fázisdiagram számító módszer ismert, és bár 

felépítésükben, elméleteikben különböznek egymástól, mégis megvannak a közös vonásaik. A 

legfontosabb közös tulajdonság a mérési adatok használata. A fázisdiagram számítási módszerek 

algoritmusainak túlnyomó többségében be van építve a mérési eredmények használata, kizárólag elvi 

alapon, „ab inito” módon egyensúlyi fázisdiagramok számítása [4] igen ritka, és csak nagyon 

korlátozott módon kivitelezhető.  

A mért adatokat felhasználó egyensúlyi fázisdiagram számítási módszereket az általuk 

számított értékek alapján két csoportra bonthatjuk. Az egyik csoportba azok a módszerek sorolhatók, 

amelyek számításai mérési adatok feldolgozásával közvetlenül hőmérséklet értékeket adnak meg, 

termodinamikailag megalapozott függvények formájában (pl. ESTPHAD módszer [1]), a másik 

csoportba tartoznak az elméleti síkon levezett egyenleteiket mért adatokkal optimalizáló, 

szabadentalpia függvényeket számító eljárások (pl. CALPHAD módszer). Az utóbbiak által előállított 

szabadentalpia függvényeket kifejezetten erre a célra kifejlesztett szoftverek használják fel, és 

számítják a hőmérséklet értékeket (pl. ThermoCalc [5][6], PANDAT [7][8], FactSage [9][10][11], 

MTDATA [12][13]).  

A 2.1. ábrán mutatom be, hogy az anyagok fizikai, kémiai tulajdonságainak méréseiből 

hogyan lehet eljutni a számított egyensúlyi fázisdiagramokig. 

Az ESTPHAD módszerrel a mért hőmérséklet értékeket felhasználva egy egyszerű 

számítással megkaphatjuk például az egyensúlyi fázisdiagramban szereplő fázisok számított likvidusz 

hőmérsékletét. A CALPHAD módszerrel a nagy mennyiségű és nagy pontosságú termokémiai 

adatokat felhasználva a levezetett termodinamikai függvények alapján számíthatóak az egyensúlyi 

fázisdiagramok. A CALPHAD eljárás a szabadentalpia változást és a rendszer termodinamikai 

viselkedését leíró modellek segítségével dolgozza fel a lehetséges fázisokat. [15] A számítási 

algoritmus (az ESTPHAD módszerhez hasonlóan) abból indul ki, hogy egyensúlyi állapotban a kémiai 

potenciál értékek egyenlőek, az algoritmus további része pedig szabadentalpia függvények 

minimalizálásán alapszik. 
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2.1.ábra. Számított egyensúlyi fázisdiagram előállításának lehetséges megoldásai [14] 

 

2.2. ábra. A két fázis szabadentalpia görbéje, és a parciális moláris szabadentalpiák egyenlősége 

egyensúlyi állapotban, adott hőmérsékleten 

Az ESTPHAD módszer alapegyenlete szerint –a parciális moláris szabadentalpia értékek 

egyenlőségéből kiindulva, hosszabb levezetést követően– a likvidusz hőmérséklet kétalkotós 

rendszerben a következőképpen számítható:  
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 T0 a tiszta alkotó olvadáspontja 
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BXF  az ESTPHAD módszerrel számított függvény 

 )(iA  a függvény együtthatói 
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Általában a fázisdiagramoknál az összetétel tömegszázalékban van megadva. A 

tömegszázalék és a móltört azonban egy nem lineáris egyenlettel kifejezhetőek egymásból, tehát a 

móltört függvényében felírt polinom helyett használható a tömegszázalékok azonos típusú polinomja 

is: 
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ahol: 
I

Bc  az olvadék B alkotó tartalma tömegszázalékban kifejezve 

Háromalkotós rendszer likvidusz hőmérséklet számítása: 
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ahol: )( I

BXF  az A-B binér rendszerben kiszámított függvény, 
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CXF  az A-C binér rendszerben kiszámított függvény, 
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Négyalkotós rendszer esetén az alábbi egyenlettel lehet számítani a likvidusz hőmérsékletet: 
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ahol: )( I

BAB XFF   az A-B binér rendszerben kiszámított függvény, 

 )( I

CAC XFF   az A-C binér rendszerben kiszámított függvény, 

 )( I

DAD XFF   az A-D binér rendszerben kiszámított függvény, 
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BABC XXFF   az A-B-C ternér rendszerben kiszámított függvény, 
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3. AZ ESTPHAD MÓDSZER ALKALMAZÁSA ÉS FEJLESZTÉSE 

Az ESTPHAD módszer fejlesztésének keretében elsősorban a likvidusz hőmérséklet 

számítása a fő tématerületem, PhD értekezésemben is likvidusz (illetve szétválási) hőmérséklet 

számításával foglalkozom. Annak érdekében, hogy az ESTPHAD módszer a likvidusz hőmérséklet 

számítására a teljes egyensúlyi fázisdiagramban alkalmazható legyen, első lépésként feltérképeztem, 

hogy a különböző rendszerekben milyen típusú likvidusz görbékkel találkozhatunk, és azok 

feldolgozása során milyen problémák adódhatnak. Foglalkoztam tiszta alkotó olvadáspontjából 

kiinduló, (1) másik alkotó olvadáspontjáig, (2) eutektikus és (3) peritektikus hőmérsékletig tartó, (4) 

minimum- vagy maximumponttal rendelkező likvidusz görbékkel, (5) nyílt maximummal 

kristályosodó vegyület, (6) zárt maximummal kristályosodó szilárdoldat és (7) vegyület likvidusz 

görbéjével. Mindegyik esetben megállapítottam, hogy milyen kezdeti értéket kell alkalmazni a 

számítások során,illetve ahol szükség volt rá, bevezettem az ún. „kezdeti összetétel” fogalmát és 

értékét. Az ESTPHAD módszer monotektikus rendszerek feldolgozására nem volt alkalmas, ezért 

bevezettem egy új szorzót, valamint 2 új paramétert az ESTPHAD alapegyenletbe, ezáltal a 

monotektikus rendszerek (8) szétválási hőmérséklete is megfelelő pontossággal számítható. Fontosnak 

tartom megjegyezni, hogy az ESTPHAD módszerrel a számításokhoz felhasznált adatokhoz 

viszonyítom a számítások pontosságát, így természetesen a nonvariáns pontok, vagy például a 

szétválási görbe esetében a kritikus hőmérséklet nagy pontosságú számítását is a felhasznált adatokhoz 

viszonyítva kell érteni. 

Az egyensúlyi fázisdiagramokban bizonyos átalakulások (színelem és vegyület 

kristályosodása, eutektikus, peritektikus vagy monotektikus folyamatok, likvidusz görbe minimum- 

vagy maximumpontján a kristályosodás) egy adott hőmérsékleten mennek végbe, azok hőmérséklet 

értéke nagy pontossággal mérhető, így ezek nagy pontosságú számítása is alapvető feladat. Az ún. 

nonvariáns pontok 0 K eltéréssel történő számítására az ESTPHAD módszer korábban nem volt 

alkalmas, ezért a nonvariáns pontok hőmérséklet értékeinek nagypontosságú számítása érdekében új 

paramétereket vezettem be az ESTPHAD egyenletbe.  

Az ESTPHAD módszer hierarchikus felépítésének köszönhetően alkalmas többalkotós 

fázisdiagramok feldolgozására is. Négyalkotós oxid-rendszer (MgO-Al2O3-CaO-SiO2) MgO-ban dús 

fázisának likvidusz hőmérsékletét számítottam ki. A nonvariáns pontok hőmérséklet értékeinek 

számítására bevezetett paramétereket kiterjesztettem három- és négyalkotós rendszerek nonvariáns 

pontjainak nagy pontosságú számítására.  
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1. ábra. Példa az ESTPHAD módszerrel számított háromalkotós egyensúlyi fázisdiagramra. A 

MgO-CaO-Al2O3 fázisdiagramban a MgO fázis likvidusz felületének digitalizált és számított izotermái 

láthatóak az ábrán. 

Megvizsgáltam, hogy az ESTPHAD módszerrel számított hőmérséklet értékek pontosságára 

milyen hatással van a felhasznált adatok mennyisége. A megfelelő pontosságú számításhoz szükséges 

minimális adatmennyiség meghatározásának elsősorban a kísérleti tervek összeállításánál van 

jelentősége, hiszen nem mindegy, hogy egy-egy likvidusz görbe meghatározásához hány 

próbadarabot, hány tagú ötvözetsort kell elkészíteni és megvizsgálni.  

A mérési eredmények felhasználása során azonban fontos lépés a mérési hibát tartalmazó 

adatok kiszűrése. Csoportosítottam a számított értékekben megjelenő potenciális hibák fajtáit, és az 

egyedi mérési hibák kiszűrésére kidolgoztam egy mérési hiba kereső algoritmust. Ezt az algoritmust 

használva az ESTPHAD módszer alkalmazása során ki lehet mutatni, hogy mely értékek nem 

megfelelőek, melyeket kell törölni az adatbázisból. Ezáltal a számítások pontossága is növelhető. 

4. ÚJ TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK 

1. Módosítottam az ESTPHAD módszert általános alkalmazás esetére 

Megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszer eredeti formájában nem alkalmas a 

nonvariáns pontok (olvadáspont, eutektikus, peritektikus, monotektikus hőmérséklet, likvidusz görbe 

minimum pontja) nagy pontosságú számítására. Bevezettem a jB  paramétert, amely biztosítja a 

nonvariáns pont hőmérsékletének 0 K eltéréssel történő számítását, illetve hozzárendeltem a )( I

Bj XM  

szorzót (2), amely nem engedi a számítás pontosságát leromlani a nonvariáns ponttól távolodva. A 

módosított ESTPHAD alapegyenlet a likvidusz hőmérséklet számítására: 

MgO 
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ahol: - I

NBX ,
  a nonvariáns pont összetétele (móltört) 

- I

BX  az adott pontbeli összetétel (móltört) 

-i fokszám, mely 1-nél nagyobb (i=1,1 ... 6), attól függően, hogy az adott 

pont milyen széles környezetében akarjuk a hatást érzékelni.  

Tömegszázalékban megadott egyensúlyi fázisdiagramok esetén: 
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2. Módosítottam az ESTPHAD módszert rendszer-specifikus esetekben 

2.1. Megállapítottam, hogy olvadék és szilárd állapotban korlátlan oldhatóságú rendszerek 

esetén a likvidusz hőmérséklet számítása bármely alkotó irányából elvégezhető, a számítások 

pontosságát nem befolyásolja, hogy mely alkotó olvadáspontját veszem kezdeti értéknek. 

2.2. Megállapítottam, hogy nyílt maximummal kristályosodó vegyületek likvidusz görbéjét 

egyben kell számítani, kezdeti értékként a vegyület olvadáspontját kell megadni. 

2.3. A nyílt maximummal kristályosodó vegyület olvadáspontjának 0 K eltéréssel történő 

számítása érdekében a vegyület sztöchiometriai összetételét ”kezdeti összetételként” kell kezelni, a 

számítás során az összetétel értékeket a következőképpen kell számítani:  

I

B

I

dB

I

B XXX 0,,   (3) 

ahol: I

dBX ,
  az olvadék fázis adott pontbeli (feldolgozásnál a digitalizálással 

meghatározott, a számított egyenlet alkalmazásánál a felhasználó által 

beírt) összetétele (móltört)  

 
V

I

B XX 0,
  a kezdeti koncentráció érték, jelen esetben azonosan egyenlő a vegyület 

sztöchiometriai összetételével (móltört). 
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Ugyanez tömegszázalékban adott rendszerek esetén: 

I

B

I

dB

I

B ccc 0,,   (3.a) 

2.4. Zárt maximummal kristályosodó szilárdoldat, vagy vegyület likvidusz görbéjének 

számítása esetén kezdeti értékként 

 (1) szilárdoldat esetén a szilárdoldat metastabil olvadáspontját,  

 (2) vegyület esetén a vegyület metastabil olvadáspontját,  

 (3) amennyiben az előzőek nem ismertek, akkor mindkét esetben a peritektikus 

vonal és a szilárdoldat/vegyület likvidusz görbéjének találkozását kell venni. 

 Az (1) és (2) esetben a metastabil likvidusz görbe rész is számítható az ESTPHAD 

módszerrel.  

3. Módosítottam az ESTPHAD módszert szétválási hőmérséklet közelítésére 

3.1. Megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszer sem eredeti, sem módosított (1) 

formájában nem alkalmas a szétválási hőmérséklet számítására. Bevezettem az M3(
I

BX ) korrekciós 

tényezőt az ESTPHAD egyenletbe, amellyel a szétválási hőmérséklet alakja megfelelően leírható. 

3.2. Bevezettem az „X
*
” és „c

*
” paramétert, amellyel biztosítottam, hogy a számított 

szétválási hőmérséklet maximum pontja a kritikus pontban legyen. Megállapítottam, hogyan kell az 

„X
*
” (ill. „c

*
”) értékét a kezdeti érték ( I

BX 0,
, ill. c

I
B,0) függvényében meghatározni. 

I. 
I

BX 0,  = 0 - 0,15   esetén  X
*
 = 0,999999 

II. 
I

BX 0,  = 0,15 - 0,846  esetén X
*
= (4) egyenlet 

III. 
I

BX 0,  = 0,846 – 1. esetén  X
*
 = 0,000001 

3

0,

2

0,0,

* )(8751,3)(8352,5024,19638,0 I

B

I

B

I

B XXXX   (4) 

I. 
I

Bc 0,  = 0-15 %   esetén   c
*
 = 99,9999 

II. 
I

Bc 0,  = 15-84,6 %   esetén c
*
= (4.a) egyenlet 

III. 
I

Bc 0,  = 84,6–100 %   esetén c
*
 = 0,0001 

32* )(0,0003875)(0,058351,02399896,375818 I

B

I

B

I

B cccc   (4.a) 

3.3. Bevezettem a „k” paramétert, amellyel biztosítottam, hogy I

BX 0,
 (ill. c

I
B,0) helyen a 

számított szétválási hőmérséklet pontosan a kritikus hőmérséklet legyen. 
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A szétválási hőmérséklet számítására kidolgozott módosított ESTPHAD egyenlet: 
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4. Módosítottam az ESTPHAD módszert négyalkotós rendszer esetére 

4.1. Megállapítottam, hogy az ESTPHAD módszer alkalmas négyalkotós rendszer likvidusz 

hőmérsékletének megfelelő pontosságú számítására. 

4.2. A kétalkotós rendszerek nonvariáns pontjainak nagy pontosságú számítására 

kidolgozott, módosított ESTPHAD egyenletet kiterjesztettem három- és négyalkotós 

fázisdiagramokban található nonvariáns pontok esetére: 
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ahol: -
ACAB FF ;  binér rendszerekben számított függvények 

 - );( I

C

I

B XXF  ternér rendszerben számított függvény 

 - j;k;n  a két binér és a ternér rendszerek nonvariáns pontjai 
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  (8) 

ahol: - I

NBX ,
, I

NCX ,
 ternér rendszer nonvariáns pontjának összetétele (móltört) 

- I

dBX ,
, I

dCX ,
 az adott pontbeli összetétel (tömeg%) 

Amennyiben az összetétel tömegszázalékban adott: 
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Négyalkotós rendszerek esetén a likvidusz hőmérséklet számítás:  
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ahol: - );;( I
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B XXXF  négyalkotós rendszerben számított függvények 

 - m  a kvaternér rendszer nonvariáns pontjai 
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ahol: - I

NBX ,
, I

NCX ,
, I

NDX ,
 négyalkotós rendszer nonvariáns pontjának összetétele (móltört) 

 - I

dBX ,
, I

dCX ,
, I

dDX ,
 az adott pontbeli összetétel (móltört) 

Amennyiben az összetétel tömegszázalékban adott: 
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5. Meghatároztam a likvidusz hőmérséklet közelítéséhez szükséges minimális 

adatmennyiséget, illetve kidolgoztam egy mérési hiba kereső algoritmust 

5.1. Az ESTPHAD egyenletben szereplő, a számítás során alkalmazott polinom 

fokszámának függvényében meghatároztam a likvidusz görbék leírásához szükséges minimális 

adatmennyiséget. 

1. táblázat. A különböző fokszámú polinomok esetén 

szükséges mért adatok száma 

Az alkalmazandó 

polinom fokszáma (i) 

Szükséges mért adatok száma 

D(i) 

2. fok D(i) = (A minimális) 6 db 

3. fok D(i) = i * 2 = 3 * 2 = 6 db 

4. fok D(i) = i * 2 = 4 * 2 = 8 db 

5. fok D(i) = i * 2 = 5 * 2 = 10 db 

5.2. Az általam meghatározottnál nagyobb adatmennyiség nem eredményez szignifikánsan 

nagyobb számítási pontosságot, a likvidusz görbe leírásához nem szükséges sok adatpont rögzítése. 

5.3. Kidolgoztam egy –az ESTPHAD számítással összekapcsolt– mérési hiba kereső 

algoritmust. A mérési hiba kereső algoritmus felhasználásával az adott rendszerben elfogadott mérési 



Mende Tamás, PhD értekezés                                     Tézisfüzet 
¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯¯                                                                                                                                                          

  

hiba nagyságánál nagyobb eltérések kiszűrhetőek, és az adatbázisból törölhetőek. Ezáltal a 

fázisdiagram számítás pontossága nő.  

A mérési hiba kiszűrésére kidolgozott egyenlet: 

2

)()()(2

2

)]()([)]()([
)(

kEiEjEkEjEiEjE
jH





  (11) 

ahol: - H(…) adott pontban a mérési hiba nagysága 

 - E(…) adott pontban a mért és az ESTPHAD módszerrel számított hőmérséklet 

eltérése 

 - i,j,k  az adatbázisban rendre egymást követő adatok. 

Amennyiben H(j) nagyobb az adott rendszerhez megadott elfogadható mérési hibahatárnál, 

akkor azt a „j”-edik adatot törölni kell az adatbázisból. 

5. AZ ÉRTEKEZÉS TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEINEK 

FELHASZNÁLHATÓSÁGA 

Az anyagtudományban és az iparban nagyon sok területen szükséges a különböző fázisok 

likvidusz hőmérsékletének ismerete, ezért az ESTPHAD fázisdiagram számítási módszer pontosabbá, 

széleskörűbben alkalmazhatóvá tétele nagyon fontos feladat.  

A módosított ESTPHAD egyenlet egyéb, kutatásokban és az iparban alkalmazott 

szoftverekbe beépíthető, és alkalmazható likvidusz hőmérséklet számítására. Fémes rendszerek 

feldolgozása esetén például az öntödékben az adott ötvözet összetételének ismeretében, vagy az 

összetétel mérését követően gyors likvidusz hőmérséklet meghatározásra alkalmas, de szimulációs 

szoftverekben is felhasználhatóak az ESTPHAD módszerrel előállított, könnyen kezelhető likvidusz 

hőmérséklet függvények. 

Bemutattam, hogy az ESTPHAD módszer alkalmas többalkotós, gyakorlati ötvözetek 

likvidusz hőmérsékletének számítására, és a feldolgozandó rendszerek alkotóinak száma tovább 

bővíthető. A módszer alkalmas többalkotós fázisok likvidusz hőmérséklet értékeinek megbecslésére a 

tiszta alkotóhoz közeli tartományban olyan esetekben is, amikor nem ismert az „n” alkotós 

fázisdiagram, pusztán az kevesebb alkotót tartalmazó alrendszerei. 

Az értekezés eredményei alkalmazhatóak likvidusz hőmérséklet mérés kísérlettervének 

kidolgozásában, illetve a mért adatok feldolgozásánál, különös tekintettel a mérési hibák kiszűrésére. 

Egyúttal az elvégzett vizsgálatok megalapozzák a többalkotós rendszerek likvidusz hőmérséklet 

számításához minimálisan szükséges adatmennyiség meghatározását. 
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